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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a condutividade aparente e a inversão de
dados de dipolos magnéticos. Em ambos, utilizamos a mesma ferramenta matemática, a
inversão, a fim de obter uma estimativa da distribuição da condutividade em subsuperfí-
cie. No primeiro capítulo apresentamos uma nova abordagem para obter a condutividade
aparente de um terreno. A condutividade aparente convencional se utiliza de uma apro-
ximação linear quando o campo é medido no regime de baixo número de indução. Essa
aproximação trunca a série de Taylor que representa o campo Magnético para o semi-
espaço. Nossa proposta é utilizar a resposta do campo Magnético completa para estimar
a condutividade aparente do terreno. Tendo em vista que a relação entre campo e con-
dutividade é não linear, nós tratamos o problema de estimar a condutividade a partir do
campo Magnético como um problema inverso não linear. Utilizamos o método de Newton
para resolver esse problema iterativamente. Assim, alcançamos uma melhor estimativa da
condutividade aparente em poucas iterações, principalmente, quando o regime de baixo
número de indução não é obedecido. No segundo capítulo apresentamos a inversão 1D
e 2D de dados de dipolos magnéticos. Para esse caso, utilizamos o método de Gauss-
Newton para resolver o problema inverso iterativamente. Nesse trabalho destacamos, em
ordem de apresentação, as contribuições inéditas: i) derivada espacial semi-analítica para
a modelagem 2D via método de Elementos Finitos; ii) derivada semi-analítica em rela-
ção a condutividade para a modelagem 1D; iii) cálculo da matriz sensibilidade para a
modelagem 2D das componentes que dependem da derivada espacial.

Palavras-chave: Condutividade aparente. EM34. Derivada semi-analítica. Inver-
são.



ABSTRACT

In this paper we present a study on the apparent conductivity and inversion of magnetic
dipole data. In both, we use the same mathematical tool, inversion, in order to obtain
an estimate of the subsurface conductivity distribution. In the first chapter we present
a new approach to obtaining the apparent conductivity of a ground. Conventional ap-
parent conductivity uses a linear approximation when the field is measured in the low
induction number regime. This approach truncates the Taylor series that represents the
magnetic field for the semi-space. Our proposal is to use the full magnetic field response
to estimate the apparent conductivity of the ground. Given that the relationship between
field and conductivity is nonlinear, we treat the problem of estimating conductivity from
the magnetic field as a nonlinear inverse problem. We use Newton’s method to solve this
problem iteratively. Thus, we obtain a better estimate of apparent conductivity in few
iterations, especially when the low induction number regime is not obeyed. In the second
chapter we present the 1D and 2D inversion of magnetic dipole data. For this case, we
use the Gauss-Newton method to solve the inverse problem iteratively. In this paper we
highlight, in order of presentation, the unpublished contributions: i semi-analytic spatial
derivative for 2D Finite Element modeling; ii) semi-analytical derivative for conductivity
for 1D modeling; iii) calculation of sensitivity matrix for 2D modeling of components that
depend on the spatial derivative.

Keywords: Apparent conductivity. EM34. Semi-analytical derivative. Inversion.
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1 IMPROVING APPARENT CONDUCTIVITY ESTIMATION

FROM SURFACE MAGNETIC DIPOLE DATA

1.1 ABSTRACT

This paper presents a method to determine apparent conductivities from electromag-
netic dipole data for near-surface applications. In contrast with the traditional approach
that uses a truncated series to approximate the fields, the new method calculates the ap-
parent conductivity by solving a minimization problem using the complete homogeneous
half-space analytical solutions for the magnetic field of the dipole sources. To illustrate
the method, two examples are presented: an application to synthetic 2D data and another
to real data acquired in Brazil. The method is able to generate improved conductivity
estimations, particularly for conductive zones.

1.2 INTRODUCTION

Electromagnetic instruments operating in the Low Induction Number (LIN) regime
are used in many geophysical applications, generating apparent conductivities from ap-
proximations of the half-space analytical solutions for the electromagnetic fields.

In the cases of magnetic dipoles placed on the surface of a conductive half-space the
analytical solutions (Ward and Hohmann, 1987) normalized by the free-space field can
be written as power series on the induction number θ, which is a function of the source-
receiver offset, frequency, and conductivity of the medium. For low induction numbers
the imaginary component of the normalized magnetic field can be approximated as a
quadratic function of θ (McNeill, 1980; Méndez-Delgado et al., 1999), or a linear function
of the conductivity. This linear approach yields a good approximation for the half-space
conductivity in the LIN regime, but the approximation quickly degrades as θ grows, which
happens in conductive environments.

Kruk et al. (2000) cites works where some procedures are presented to obtain the
apparent conductivity of subsurface. Among them, it uses the method approached by
Sternberg (1979) to obtain apparent conductivity for horizontal and vertical magnetic
dipoles. This procedure is based on the projection data of the magnetic field curve of
a homogeneous half-space to calculate apparent conductivity. However, for a unique
apparent conductivity it is necessary both amplitude and phase information about the
magnetic field.

This paper presents a method to improve the apparent conductivity determination by
using the full expression of the magnetic field of a magnetic dipoles instead of the low order
approximation. The method uses an implementation of Newton’s method to minimize the

1



2

x

z
y

T R

(a)

x

z
y

T R

(b)

Figura 1.1: Loop configurations: (a) Vertical coplanar (HMD source) and (b) Horizontal
coplanar (VMD source).

single variable function defined as the difference between the analytical half-space solution
and the measured field component. The method uses the measured apparent conductivity
as input to generates a corrected value. The new apparent conductivity reproduces the
true half-space value for a wider range of induction numbers than that for which the
linear approach yields reasonably good approximations. This solution is both very easy
to implement and computationally inexpensive.

The difference between the proposed method and the one approached by Kruk et al.
(2000) consists of the magnetic field information used. While that needs the real and
imaginary parts of the magnetic field, our approach uses only the imaginary part. In
contrast, we have apparent conductivity values still in the low induction range, however,
with results superior to those obtained with the linear approach.

We have applied the method to synthetic data from 2D models, as well as to real data
gathered in the city of Salinópolis, north of Brazil. The results show that the corrected
data are generally closer to the true resistivities than the traditional apparent resistivities,
especially in the most conductive zones.

1.3 CONVENTIONAL APPARENT CONDUCTIVITY

The estimation of apparent conductivity in the low induction number (LIN) regime
is obtained from an approximation for the homogeneous half-space solution of the mag-
netic field from dipolar sources. The horizontal coplanar configuration uses the vertical
component (Hz) generated by a vertical magnetic dipole (VMD), and the vertical copla-
nar configuration uses the horizontal (Hy) magnetic component generated by a horizontal
magnetic dipole (HMD), as illustrated in figure 1.1.

The half-space analytical solutions for these fields (Ward and Hohmann, 1987) are
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written in terms of the wave number k =
√
−iωµ0σ in the quasi-static regime and the

offset s between transmitter and receiver. The magnetic field components are

Hz

H0

=
2

k2s2
(−9 + (9 + 9iks− 4k2s2 − ik3s3)e−iks), (1.1)

Hy

H0

=
2

k2s2
(3 + k2s2 − (3 + 3iks− k2s2)e−iks), (1.2)

where H0 is the magnetic field in the plane of the dipole in free space (primary field),
which, for a source with a dipole moment m, is

H0 = − m

4πs3
. (1.3)

The solutions for the half-space fields (equations 1.1 and 1.2) can be written in terms
of the induction number θ, defined as

θ = s

√
ωµσ

2
. (1.4)

Using the relationship between the wave number and the induction number,

iks = (1 + i)θ, (1.5)

the equations for the field components (1.1 and 1.2) become

Hz

H0

=
−2

((i+ 1)θ)2
{
−9 +

[
9 + 9(i+ 1)θ + 4((i+ 1)θ)2 + ((i+ 1)θ)3

]
e−(i+1)θ

}
, (1.6)

Hy

H0

=
−2

((i+ 1)θ)2
{

3− ((i+ 1)θ)2 −
[
3 + 3(i+ 1)θ + ((i+ 1)θ)2

]
e−(i+1)θ

}
. (1.7)

Expanding the exponential function into its power series results in

Hz

H0

=
−2

((i+ 1)θ)2

[
−((i+ 1)θ)2

2
− ((i+ 1)θ)4

8
+

5((i+ 1)θ)5

24
+ · · ·

]
, (1.8)

Hy

H0

=
−2

((i+ 1)θ)2

[
−((i+ 1)θ)2

2
− ((i+ 1)θ)4

8
+

((i+ 1)θ)5

24
− · · ·

]
. (1.9)

The LIN approximation uses only the first two terms, which are the same in both series:

Hz

H0

≈ Hy

H0

≈ 1 + i
θ2

2
. (1.10)

Then, using only the imaginary component, the apparent conductivity for both the
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Tabela 1.1: EM34-3 arrays offset/frequency and exploration depths.

Intercoil Exploration depth (m) Frequency
spacing (m) Horizontal dipole Vertical dipole (Hz)

10 7.5 15 6400

20 15 30 1600

40 30 60 400

VMD and the HMD is given by

σa =
4

ωµ0s2
Im
{
H

H0

}
. (1.11)

The EM34-3 equipment (Geonics) operates in the LIN regime, using three fixed-array
settings (offset/frequency) for both the VMD and the HMD (Table 1.1). The values of
frequencies and offsets are chosen so that for a homogeneous half-space all configurations
work with the same induction number for the same conductivity.

Figure 1.2 shows the imaginary parts of the half-space fields from both the VMD
(equation 1.6) and the HMD (equation 1.7) along with the approximate field (equation
1.10), as functions of the induction number. Note that the linear approximation is always
a lesser value than the smallest of the two possible induction numbers for any of the two
components. Therefore, the apparent conductivity is always less than the true half-space
value.

Naturally, the approximation worsens as the induction number increases. The relative
difference between the approximate and the total half-space fields is already approximately
6% for the HMD and 12% for the VMD for the same θ = 0.1, which is associated with a
conductivity of 4 mS/m or a 250 ohm-m resistivity.
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Figura 1.2: Comparison of the imaginary parts of the full VMD (red) and HMD (blue)
fields with the approximate LIN field (black).
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1.4 IMPROVED APPARENT CONDUCTIVITY

The inverse problem of estimating the apparent conductivity from the imaginary com-
ponent of the field can be formulated as a minimization problem, for a non linear function
of a single variable. In this case the complete expressions for the homogeneous half-space
fields (equations 1.6 and 1.7) can be used, and the result is a better approximation for the
medium conductivity than those generated by using only one term of the infinite series
representing the fields.

Among the many possible approaches to solve this minimization problem, we have
chosen to implement Newton’s method, because it is conceptually simple, easy to program,
and has high convergence rates for the field functions, reaching a solution with the desired
precision within few iterations.

Representing the imaginary parts of the normalized magnetic field components by
hz(σ) and hy(σ), as functions of the conductivity of the half-space,

hz(σ) = Im
{
Hz

H0

}
, hy(σ) = Im

{
Hy

H0

}
, (1.12)

define the function Φ as the squared diference between hz or hy and the respective mea-
sured (observed) field ho

Φ(σ) =
1

2
(h− ho)2. (1.13)

Given a value σk, the power series expansion of Φ at (σk + ∆σ) is

Φ(σk + ∆σ) = Φ(σk) + Φ′(σk)∆σ + Φ′′(σk)
(∆σ)2

2!
+ Φ′′′(σk)

(∆σ)3

3!
+ ... (1.14)

For small steps ∆σ, the function can be approximated by truncating the series at the
quadratic term.

Φ(σk + ∆σ) ≈ Φ(σk) + Φ′(σk)∆σ + Φ′′(σk)
(∆σ)2

2
. (1.15)

Then, by taking the derivative of Φ with respect to ∆σ, we can determine the step size
∆σ∗ needed to reach the minimum, where the derivative is zero:

∂Φ

∂∆σ
= Φ′(σk) + Φ′′(σk)∆σ, (1.16)

∆σ∗ = −Φ′(σk)

Φ′′(σk)
. (1.17)

For a quadratic function of σ, this step would reach the minimum regardless of the
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value of σk. Since Φ is not a quadratic function, this step size is used iteratively:

σk+1 = σk −
Φ′(σk)

Φ′′(σk)
. (1.18)

Each iteration takes a step in the direction of the minimum of the quadratic appro-
ximation of the function Φ given by the truncated series (equation 1.15). As the process
progresses, the quadratic approximation becomes closer to the function Φ as it approaches
its minimum.

The derivatives are

Φ′(σ) =
∂Φ(σ)

∂σ
= (h− ho)∂h

∂σ
, (1.19)

Φ′′(σ) =
∂2Φ(σ)

∂σ2
= (

∂h

∂σ
)2 + (h− ho)∂

2h

∂σ2
. (1.20)

The derivatives of hz and hy are calculated analytically from the half-space solutions
(equations 1.6 and 1.7). To shorten the notation,

t = (1 + i)θ. (1.21)

Then,

∂hy
∂σ

= Im
{

1

σt2
[
6−

(
6 + 6t+ 3t2 + t3

)
e−t
]}

, (1.22)

∂2hy
∂σ2

= Im
{

1

2σ2t2
[
−24 +

(
24 + 24t+ 12t2 + 4t3 + t4

)
e−t
]}

, (1.23)

and

∂hz
∂σ

= Im
{

1

σt2
[
−18 +

(
18 + 18t+ 9t2 + 3t3 + t4

)
e−t
]}

, (1.24)

∂2hz
∂σ2

= Im
{

1

2σ2t2
[
72−

(
72 + 72t+ 36t2 + 12t3 + 3t4 + t5

)
e−t
]}

. (1.25)

This inverse problem is ill-posed and there are two induction numbers associated with
a given field measurement. The apparent conductivity given by the EM34 equipment is
a suitable first guess to start the process. Using it ensures that the minimum of Φ will
be at the lowest half-space conductivity compatible with the measured field, still making
this a Low Induction Number method.

The iterations stop when there is no significant variation in the conductivity. The re-
sult is the true value of the homogeneous half-space conductivity with the desired precision
used as the stopping criterium.

Figures 1.3 and 1.4 show the comparison between the apparent conductivity of the
EM34 equipament and the improved one for a homogeneous half-space. For both dipole
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sources, the true half-space value is achieved for the low range of induction numbers up
to the value where the curves in Figure 1.2 reach their maxima.
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Figura 1.3: (a) Comparison between the improved and the EM34 apparent conductivities
for the synthetic VMD data for a homogeneous half-space. (b) Relative errors of both
apparent conductivities.
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Figura 1.4: (a) Comparison between the improved and the EM34 apparent conductivities
for the synthetic HMD data for a homogeneous half-space. (b) Relative errors of both
apparent conductivities.



10

1.5 APPLICATION TO SYNTHETIC DATA

The synthetic Hz and Hy data were generated with a 2.5D nodal finite element code,
using a non-structured mesh.

The model simulates a conductive geological environment with a 5 m thick top layer
over an infinite basement and a trough-shaped feature with the same conductivity as
the upper layer (figure 1.5). Data is simulated in two versions of this model: one with
the top layer more conductive than the basement (100 mS/m and 20 mS/m), and the
other with the inverted contrast making the top layer more resistive than the basement
(20 mS/m and 100 mS/m). The survey lines are 200 m long, with 5 m spacing between
measurements.

The results are presented as apparent conductivity sections, using the “exploration
depths” specified in the EM34 technical notes (table 1.1).

The 5 m thickness of the top layer is less than the lowest EM34 exploration depth
specified, which is 7.5 m for the horizontal dipole 10 m offset configuration. This top
layer is enough to perturb the field of the otherwise homogeneous half-space and hinder
the LIN approximation. The 2D structure at the base of the layer further distorts the
fields at the surface in the central regions of the survey line.

Figure 1.6 shows the apparent conductivity sections for the model with the 100 mS/m
top layer and 20 mS/m resistive basement. These values were chosen to be far from
the high resistivities for which the LIN approximation yields the best results. The in-
fluence of the top layer is felt over all frequencies in both vertical and horizontal dipole
configurations.

The apparent conductivities in the corrected sections are consistently closer to the
true values than those in the unchanged EM34 sections, including the signature of the
top thin layer. The 2D structure further distorts the field in the central positions in the
survey, especially the horizontal dipole data.

Figure 1.7 shows the results for the model with the 20 mS/m top layer and 100 mS/m
basement. In this case, the higher resistivity of the top thin layer makes it exert less
influence on the half-space response of the basement. The corrected values reflect the true
conductivity of the basement in both the vertical and the horizontal dipole configurations.
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Figura 1.5: 2D geological model used in apparent conductivity pseudo-sections.

Figura 1.6: Comparison between the improved and the traditional LIN apparent conduc-
tivity for the synthetic data generated by the model in figure 1.5. Values in mS/m.
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Figura 1.7: Comparison between the improved and the traditional LIN apparent conduc-
tivity for the synthetic data generated by the model in figure 1.5. Values in mS/m.
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1.6 APPLICATION TO REAL DATA

The following data were acquired in the city of Salinópolis, state of Pará, Brazil.
The local geology consists of a miocene carbonate sequence (Pirabas Formation), which
is covered by more resistive continental tertiary and quaternary terrigenous sediments
(Barreiras e Post-Barreiras) (Rossetti, 2001). The Pirabas Formation is the main source
of local water supply.

The measurements were taken in the vicinity of a ground water well for which there
are logging data available. The EM34 data set is composed of 20 measurements acquired
every 10 m with the two coplanar configurations, northeast-southwest direction as shown
in the Figure 1.8.

Figure 1.9 shows the apparent conductivity sections built with the original EM34 data
and the corrected data. There are slight differences between the two HMD sections, which
are mainly under the influence of the more resistive shallow zone. On the other hand, the
most remarkable result is found in the improved VMD data section, which reveals a more
conductive deep region (≈ 90 mS/m), whereas the corresponding EM34 section reaches a
maximum conductivity of approximately 45 mS/m.

Figure 1.10 shows the lithological section presented by Freimann et al. (2014, in por-
tuguese). Their interpretation indicates that there are two deep aquifers located around
the depths of 70 e 105 m below sea level. These conductive layers may be influencing the
data, and remaining undetected in the conventional sections, but it is possible to infer
their presence in the improved sections.
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Figura 1.8: Location of the city of Salinópolis, and location of the lithological section
C-H-I proposed by Freimann et al. (2014) in black line, the blue points being the wells
C, H, I and O. The points in red are the observations taken in the northeast-southwest
direction.
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Figura 1.9: Comparison between the improved and the traditional LIN apparent conduc-
tivity for the real data. Values in mS/m.
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Figura 1.10: Lithological section C-H-I presented by Freimann et al. (2014).
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1.7 FINAL REMARKS

We have presented a method to determine apparent conductivities from electromagne-
tic dipole data that uses an optimization code to estimate conductivity from the complete
homogeneous half-space solutions for the magnetic field, instead of using the traditional
truncated power series. The method takes the usual measurements as input and generates
corrected apparent conductivities with very little computational cost.

The proposed method generates apparent conductivities that converge to the traditi-
onal EM34 data in the most resistive environments, but that differ remarkably from the
conventional data in conductive zones for which the conductivities estimated by the low
order approximation tend to be lower than the true values in the geological environments.



2 MELHORIAS NA INVERSÃO 1D E 2D DE DADOS DE

DIPOLOS MAGNÉTICOS

2.1 RESUMO

Neste artigo apresentamos uma abordagem para inversão 1D e 2D de dados do equi-
pamento EM34-3 (Geonics). Realizamos a inversão conjunta dos dois modos de operação
(dipolo magnético vertical e horizontal), e definimos o problema inverso como não linear.
Assim, utilizamos o método de Gauss-Newton para resolver esse problema iterativamente.
Para obtermos uma solução única e estável adicionamos os regularizadores Suavidade Glo-
bal e Variação Total. A inversão 1D é não linear por que utilizamos a solução completa do
fenômeno de indução para a modelagem. Nessa inversão, aplicamos a vinculação lateral
de parâmetros para diferentes pontos de observação, dessa forma obtemos uma imagem
bidimensional. Essa vinculação pode usar a norma L2 que define o vínculo de Suavidade
Global, ou a norma L1 que define o vínculo de Variação Total. Além disso, propomos
uma derivada semi-analítica para a construção da matriz sensibilidade. Na inversão 2D
realizamos a modelagem via método de Elementos Finitos, no qual obtemos as componen-
tes paralelas ao strike dos campos magnético e elétrico. Propomos uma derivada espacial
semi-analítica a fim de obter as outras componentes dos campos. A metodologia foi vali-
dada em um modelo sintético baseado no possível ambiente geológico esperado no dado
real. Aplicamos as duas inversões em dados coletados nas proximidades de um posto de
captação de água, o resultados foram correlatos com as informações de perfis litológicos
e perfilagens geofísicas realizadas no local.

2.2 INTRODUÇÃO

O objetivo de uma sondagem eletromagnética é obter alguma informação, qualitativa
ou quantitativa, acerca da distribuição de condutividade da subsuperfície a partir de um
conjunto de medidas tomadas na superfície da Terra. As aplicações vão desde investiga-
ções rasas, como estudos ambientais e hidrogeológicos, até investigações mais profundas,
como o estudo da crosta terrestre. Destacamos um método que consiste em duas bobinas
na superfície: a primeira é o transmissor, que produz um campo magnético alternado que
induz correntes elétricas na subsuperfície; a segunda é o receptor, localizada a uma curta
distância que detecta o campo magnético produzido pelas correntes induzidas. O equi-
pamento EM34-3 (Geonics) utiliza esse método com a configuração coplanar das bobinas
para o regime de baixo número de indução (Low Induction Number – LIN). O número
de indução depende da frequência de excitação da fonte, do espaçamento fonte-receptor e
da condutividade do terreno. Assim, a relação entre a componente imaginária do campo
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magnético e a condutividade de um semi-espaço homogêneo é linearmente proporcional
para o regime LIN (McNeill, 1980). Portanto, obtém-se assim a medida de condutividade
aparente de um terreno.

A configuração coplanar horizontal tem como fonte um dipolo magnético vertical (Ver-
tical Magnetic Dipole – VMD) na superfície, enquanto a configuração coplanar vertical
usa um dipolo magnético horizontal (Horizontal Magnetic Dipole – HMD). Essas confi-
gurações utilizam um espaçamento fonte-receptor (offset) fixo para cada frequência. A
aproximação usada para gerar condutividade aparente é formulada para baixos números
de indução, o que restringe o método a ambientes geológicos bastantes resistivos.

Uma abordagem para conseguir uma melhor estimativa das estruturas geo-elétricas é
realizar a inversão desses dados. Alguns trabalhos abordam a inversão 1D dos dados de
EM34, dentre eles Santos (2004) e Triantafilis and Santos (2009) utilizam a modelagem e
a sensibilidade baseados na função resposta acumulativa; Santos et al. (2010), Triantafilis
et al. (2012) e Triantafilis et al. (2013) utilizam a solução completa do fenômeno de indução
para calcular a modelagem e a sensibilidade; Gómez-Treviño et al. (2002) apresentam uma
nova abordagem para a modelagem e inversão 1D assumindo desde o início uma forma
assintótica para as equações de Maxwell mostrada em Méndez-Delgado et al. (1999).
Outros trabalhos abordam a inversão 2D de dipolos magnéticos, como em Pérez-Flores
et al. (2001) que utilizam a formulação de Méndez-Delgado et al. (1999) e integram outros
métodos geofísicos a inversão; em Guillemoteau et al. (2015) realizam inversão 1D e 2D
utilizando a metodologia approximate inverse mapping proposta por Oldenburg and Ellis
(1991). Pérez-Flores et al. (2012) estendem os conceitos trabalhados nas inversões 1D
e 2D de Gómez-Treviño et al. (2002) e Pérez-Flores et al. (2001), respectivamente, para
realizar inversão 3D de dados no regime LIN.

Nós propomos neste trabalho a inversão 1D e 2D de dados de dipolos magnéticos,
especificamente de dados de EM34. O algoritmo de inversão é baseado no método de
Gauss-Newton, no qual se obtém a estimativa do vetor de parâmetros iterativamente.
Além disso, utilizamos a estratégia de Marquardt (Marquardt (1963)) para torna a matriz
a ser invertida sempre diagonal dominante durante as iterações. Nós realizamos a inversão
conjunta das duas fontes VMD e HMD, para ter uma melhor estimativa da distribuição
de condutividade em subsuperfície. Gómez-Treviño et al. (2002) apresentam um estudo
que comprova a vantagem de realizar a inversão conjunta dessas fontes. Para colocar
essas duas fontes na mesma inversão, adaptamos a utilização dos fatores de normalização
apresentados por Barbosa et al. (1999). Aplicamos os regularizadores de Suavidade Global
(SG) e Variação Total (VT). Em seguida, testamos a nossa metodologia em um modelo
sintético baseado no possível ambiente geológico esperado no dado real.

As medidas do dado real foram realizadas na cidade de Salinópolis, nordeste do Pará,
Brasil. O levantamento foi realizado em uma rua ao lado do posto de captação de água
Açaí da COSANPA (Companhia de Saneamento do Pará), onde tivemos acesso a dados de
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perfilagem e litologia de poços. Em Freimann et al. (2014) apresentam seções litológicas
interpretadas a partir de perfilagens geofísicas de poços dessa região. Nesse trabalho, é
proposta a existência de até quatro aquíferos potencialmente viáveis para o abastecimento
local. De posse dessas informações, nós direcionamos os nossos esforços a fim de localizar
esses reservatórios de água.

A nossa proposta de inversão 1D utilza a vinculação Laterally Constrained Inversion
(LCI) apresentada por Santos et al. (2010), que relaciona lateralmente inversões 1D através
do regularizador de Suavidade Global. Nós utilizamos a solução completa do fenômeno de
indução para a modelagem, assim como em Santos et al. (2010), no entanto, realizamos
uma derivada semi-analítica para obter a sensibilidade, como é mostrado em Vedanti et al.
(2005) para o método eletrorresistivo.

Na inversão 2D utlizamos a metodologia proposta por Grayver et al. (2013) para o
cálculo da matriz sensibilidade, na qual o sistema de equações do método de diferenças
finitas é derivado em relação aos parâmetros. Nós aplicamos essa derivada ao sistema de
equações do método de Elementos Finitos (Finite Element Method - FEM). De maneira
similar, nós propomos uma derivada espacial semi-analítica, a fim de obter as compo-
nentes dos campos Elétricos e Magnéticos que não saem da solução do FEM. Utilizamos
a estimativa da inversão 1D como aproximação inicial, e observamos uma diminuiução
no número de iterações se comparado quando a aproximação inicial é um semi-espaço
homogêneo. Por fim, apresentamos os resultados para os dois regularizadores SG e VT e
comparamos com os resultados da inversão 1D.

2.3 PROBLEMA DIRETO

2.3.1 Modelagem 1D

A modelagem direta é baseada nos trabalhos de Ward and Hohmann (1987) para o
cálculo das componentes Hz e Hy dos dipolos magnéticos para as configurações copla-
nar horizontal (DMV) e vertical (DMH), respectivamente, sobre uma terra estratificada.
Tomando os pontos de medida na superfície, temos,

Hz

H0

= r3
∫

(e−u0(z−h0) +R
(0)
TEe

u0(z−h0)) k2r J0(krr) dkr , (2.1)

Hy

H0

=
(
r2 − 2y2

) ∫
(e−u0(z−h0) −R(0)

TEe
u0(z−h0)) kr J1(krr) dkr

+ y2r

∫
(e−u0(z−h0) −R(0)

TEe
u0(z−h0)) k2r J0(krr) dkr , (2.2)

onde H0 = −m/(4πr3) é o campo magnético no plano do dipolo no vácuo, sendo r a
separação horizontal entre fonte e receptor, m o momento de dipolo (VMD ou HMD),
z e h0 as coordenadas verticais do ponto de medida e da fonte, respectivamente. Essas
equações foram simplificadas tomando a condutividade do ar tendendo a zero, de modo
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que a constante u0 ≈ kr e o modo de propagação TM para a fonte DMH é desprezado.
Além disto consideraremos que fonte e receptor estão na mesma altura em relação à
superfície (z = h0 ≤ 0). O coeficiente de reflexão R(0)

TE para o modo TE de propagação, é
dado por:

R
(0)
TE =

Y0 − Y ∗1
Y0 + Y ∗1

, (2.3)

em que Y0 = kr/ζ a admitancia do ar, ζ = iωµ0 é a impeditividade, Y ∗1 admitancia
aparente da primeira camada obtida recursivamente,

Y ∗j =
Y ∗j+1 + Yj tanh(ujhj)

1 + (Y ∗j+1/Yj) tanh(ujhj)
, j = 1, n− 1 , (2.4)

Y ∗n = Yn , (2.5)

sendo uj =
√
k2r − ζσj, onde σj a condutividade e hj a espessura da j-ésima camada.

As integrais em 2.1 e 2.2 são avaliadas usando a técnica de filtragem desenvolvida por
Anderson (1979).

2.3.2 Modelagem 2D e derivada espacial semi-analítica

Definimos os campos totais E e H como a soma de campos primários e secundários
(Hohmann, 1987). Adotando a variação temporal eiωt e a aproximação quase-estática,
Li and Key (2007) mostram que os campos eletromagnéticos podem ser expressos em
termos dos campos primários (Ep e Hp) induzidos por um dipolo (VMD ou HMD) em um
meio estratificado com condutividade σp e campos secundários (Es e Hs) causados por
heterogeneidades com condutividade σ = ∆σ + σp, temos,

∇×Hs − σEs = ∆σEp , (2.6)

∇× Es = −ζHs , (2.7)

Para resolver as equações 2.6 e 2.7 definimos que a distribuição de condutividade
varia somente no plano (x, z), no entanto essas são equações diferenciais 3D. Aplicamos
a transformada de Fourier em y assim tornamos essas equações 2D. Li and Key (2007)
e Silva (2012) mostram que as equações 2.6 e 2.7 podem ser reduzidas a duas equações
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diferenciais,

∇ ·
( σ
u2
∇Ês

y

)
− σÊs

y +
∂

∂x

(
iky
u2

∂Ĥs
y

∂z

)
− ∂

∂z

(
iky
u2

∂Ĥs
y

∂x

)
= (2.8)

− ∂

∂x

(
iky∆σ

u2
Êp
x

)
− ∂

∂z

(
iky∆σ

u2
Êp
z

)
+ ∆σÊp

y ,

∇ ·
( σ
u2
∇Ĥs

y

)
− ζĤs

y −
∂

∂x

(
iky
u2

∂Ês
y

∂z

)
+

∂

∂z

(
iky
u2

∂Ês
y

∂x

)
= (2.9)

∂

∂x

(
ζ∆σ

u2
Êp
z

)
− ∂

∂z

(
ζ∆σ

u2
Êp
x

)
onde ky é a variável espectral e u2 = k2y− ζσ. Seguimos o trabalho de Silva (2012) e resol-
vemos essas equações via método de Elementos Finitos (FEM), para isso discretizamos o
domínio Ω em elementos triangulares, e obtemos a solução através do sistema de equações
lineares,

K u = f , (2.10)

de tamanho 2N (N número de nós), no qual u é o vetor solução contendo os campos Ês
y e

Ĥs
y para cada nó, f o vetor fonte que contém o campo primário da fonte (VMD ou HMD)

e a matriz K é complexa, esparsa e simétrica. Realizamos a transformada de Fourier
inversa e obtemos os campos no domínio espacial Es

y e Hs
y .

No caso do VMD a componente Hz, medida fora das heterogeneidades, é resultante
de derivadas espaciais,

Ĥs
z =
−η
u2

∂Ês
y

∂x
− iky
u2

∂Ĥs
y

∂z
. (2.11)

Para evitar os erros da derivada numérica desenvolvemos uma derivada espacial semi-
analítica. Se derivarmos o sistema 2.10 em relação a coordenada xp do ponto de medida
P (xp, zp), temos

∂u
∂xp

= K−1
(
∂f
∂xp
− ∂K
∂xp

u
)
, (2.12)

multiplicandoQT um vetor de zeros exceto um elemento igual a 1, que seleciona o elemento
∂Ês

y(xp, zp)/∂xp no vetor ∂u/∂xp, temos,

QT ∂u
∂xp

= QTK−1
(
∂f
∂xp
− ∂K
∂xp

u
)
, (2.13)

transpondo os dois lados e sabendo queK é simétrica, nós temos a derivada ∂Ês
y(xp, zp)/∂xp

no ponto P (xp, zp) dada por,[
QT ∂u

∂xp

]T
=

(
∂f
∂xp
− ∂K
∂xp

u
)T

K−1Q . (2.14)
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Figura 2.1: Localização do ponto P (xp, zp) e os elementos que compartilham esse ponto.
A numeração elementar obedece o sentido horário para todos os elementos.

onde a operação K−1Q equivale a obter o vetor solução v do sistema,

Kv = Q . (2.15)

No sistema 2.14 podemos partir da premissa que a derivada em relação a xp para todos
os outros pontos é igual a zero. Logo, somente os elementos que contém esse ponto ou
nó terão valor de derivada diferente de zero. A Figura 2.1 mostra um exemplo em que
quatro elementos dividem o mesmo nó em que a derivada espacial é avaliada. Para o caso
particular em que esse ponto está fora das heterogeneidades (∆σ = 0), a derivada ∂f/∂x
é zero.

A matriz K é construída a partir de matrizes elementares Ke que dependem das
posições xn (n = 1 a 3) dos elementos (Silva, 2012). Tomando a derivada espacial da
matriz Ke, temos,

∂Ke

∂xp
=
∂Ke

∂xn
, (2.16)

em que n é a numeração dentro do sistema elementar referente a coordenada xp. Na
Figura 2.1 temos o elementos 5, 23 e 27 e o nó da medida muda de posição dentro de cada
elemento. Assim a derivada do elemento 5 só terá a componente x2 da derivada espacial,
e os elementos 23 e 27 terão as componentes x1 e x3, respectivamente.

O mesmo procedimento é realizado para obter a derivada de ∂Ĥs
y(xp, zp)/∂zp. Para

isso, acrescentamos uma nova linha em QT que seleciona o elemento ∂Ĥs
y(xp, zp)/∂zp

no vetor ∂u/∂zp. Nota, cada linha da matriz QT seleciona somente uma componente
para cada ponto de medida. No Apêndice A mostramos as derivadas para cada posição
elementar de ∂Ke/∂xn e ∂Ke/∂zn.

Para otimizar esse processo nós não montamos a matriz ∂K/∂x, realizamos a mul-
tiplicação com o vetor u usando apenas os nós com valores de derivadas diferente de
zero. Além disso, para o caso da modelagem de um caminhamento de EM34 (offset e
frequência constante) a matriz K é a mesma para as duas fontes e não depende do deslo-
camento fonte-receptor, portanto, realiza-se somente uma fatoração para todos os pontos
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do caminhamento e para as duas fontes.

2.3.3 Teste de avaliação da modelagem

Selecionamos um modelo 1D para validar a modelagem 2D das fontes dipolares, prin-
cipalmente, validar a derivada semi-analítica da componente Hz. O modelo simula um
semi-espaço em que inserimos uma camada de espessura de 10 metros a profundidade
de 20 metros. Realizamos dois testes em que a camada é condutiva (10 ohm-m) e o
semi-espaço resistivo (100 ohm-m), e com a camada resistiva (100 ohm-m) e semi-espaço
condutivo (10 ohm-m). Foram modeladas as fontes VMD e HMD com as três configura-
ções fonte-receptor do equipamento EM34.

A modelagem 1D foi realizada com o software do professor Valdelírio Silva disponível
em https://tatusoftware.com/. A Figura 2.2 mostra a comparação da parte imaginária
das componentes Hz e Hy para as duas modelagens. Obtivemos no modelo da camada
condutiva o maior valor de erro relativo (0.3%), referente a componente Hz e espaçamento
40 metros.

2.4 PROBLEMA INVERSO

Para construir o algoritmo de inversão precisamos definir o problema direto e o modelo
interpretativo. O modelo interpretativo para o problema direto 1D é definido por m
camadas homogêneas e infinitas no plano (x, y). Para o problema 2D, é constituído por
uma malha regular dividida em m células retangulares justapostas, infinitas em y, cujas
resistividades são constantes dentro de cada célula. As observações são tomadas acima
da superfície e dos modelos interpretativos.

Nós aplicamos a inversão conjunta dos dados de EM34 para os dois dipolos (VMD e
HMD). Gómez-Treviño et al. (2002) mostram que a inversão conjunta dessas duas fontes
melhora a estimativa da resistividade do meio.

A inversão proposta estima a partir dos vetores de observação hoz e h
o
y n-dimensionais o

vetor p de m parâmetros (m > n) contendo a resistividade da subsuperfície. Na inversão
conjunta minimizamos a seguinte função objeto,

λ(p) = γz‖(hz(p)/hoz)− 1‖2 + γy‖(hy(p)/hoy)− 1‖2 + µrφr(p) + µaφa(p) , (2.17)

em que ‖·‖ é a norma Euclidiana (norma l2), γz e γy são fatores de normalização, µr o
parâmetro de regularização do funcional regularizador φr e µa o parâmetro de regulari-
zação do funcional regularizador de igualdade absoluta φa. Os funcionais hz(p) e hy(p)

representam a parte imaginária dos campos calculados em p,

hz(p) = Im
{
Hz

H0

}
, hy(p) = Im

{
Hy

H0

}
, (2.18)
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Figura 2.2: Comparação entre a modelagem 1D e 2D. Os pontos são os campos calculados
na modelagem 1D. A linhas vermelha e azul são as componentesHz eHy, respectivamente,
calculadas na modelagem 2D. Foram modelados os três espaçamentos fonte-receptor do
equipamento EM34.

Os vetores hoz e hoy são obtidos a partir das leituras de condutividade aparente do
equipamento EM34 (McNeill, 1980), dados pela seguinte relação,

hoz =
ωµ0r

2

4
σVMD
a , hoy =

ωµ0r
2

4
σHMD
a . (2.19)

Resolvemos iterativamente este problema inverso não linear através do método de
Gauss-Newton com a estratégia de Marquardt (Marquardt, 1963). Utilizamos o vínculo
de desigualdade apresentado por Barbosa et al. (1999), colocando um limite inferior e
superior para a estimativa dos parâmetros e assim adicionando informação geológica a
priori. Além disso, tendo em vista que a variação da resistividade dentro de ambientes
geológicos é muito grande, utilizamos a derivada do logaritmo dos parâmetros, dessa forma
diminuímos essa variação dos valores e não permitimos que se obtenha valores negativos.

Os funcionais regularizadores utilizados nas inversões foram o Suavidade Global (Oc-
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cam’s inversion, Constable et al. (1987)), Variação Total e igualdade absoluta (Martins
et al., 2011). Utilizamos a metodologia apresentada por Martins (2009) para tornar a
Hessiana do Variação Total melhor condicionada.

Para que não haja uma maior influência de uma fonte no processo da inversão do
que da outra, os funcionais de ajuste são definidos com a diferença relativa entre o dado
observado e o dado calculado, assim ambos os funcionais tem a mesma faixa de variação.
Além disso, nós utilizamos fatores de normalização, bem como Barbosa et al. (1999)
sugere, e são dados pela razões,

γ(k)z =
Er

E
(k)
y

, γ(k)y =
Er

E
(k)
z

, (2.20)

avaliadas na k-ésima iteração, das normas Euclidianas das Hessianas dos funcionais do
regularizador Suavidade Global (Er) e do ajuste da fonte VMD (E(k)

z ) e HMD (E(k)
y ).

Barbosa et al. (1999) utiliza esses fatores de normalização nos funcionais regularizadores,
nós propomos utilizá-los nos funcionais de ajuste. Assim, normalizamos os funcionais
de ajuste de cada fonte (VMD e HMD) em relação ao funcional regularizador comum
a ambas (Suavidade Global). Esses fatores servem para balancear os vetores gradientes
e matrizes Hessianas dos funcionais de ajuste que trazem consigo a normalização pelos
vetores de observação.

Nos dois casos que utilizamos os regularizadores Suavidade Global ou Variação Total,
utilizamos a norma da Hessiana do Suavidade, por se tratar de um valor constante e a
Hessiana da Variação Total apresentar elementos de valores exorbitantes.

No caso da inversão 1D nós utilizamos o vínculo proposto por Santos (2004) para
essas fontes dipolares. Nesse trabalho várias inversões 1D são lateralmente vinculadas
pelo regularizador Suavidade Global. Nós acrescentamos o regularizador Variação Total
para essa inversão.

2.4.1 Matriz sensibilidade para a modelagem 1D

A matriz sensibilidade descreve a sensibilidade das observações em relação aos parâ-
metros. Essa matriz é avaliada na k-ésima iteração, sendo o ij-ésimo elemento dado pela
derivada do funcional geofísico h (modelo direto) em relação aos parâmetros p:

A(k) ≡ {aij} =
∂hi
∂pj

. (2.21)

Nós propomos o cálculo das derivadas dos funcionais hz(p) e hy(p) em relação aos
parâmetros p de forma semi-analítica. Derivando as equações 2.1 e 2.2 em relação a
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condutividade σj da j-ésima camada, temos,

∂

∂σj

(
Hz

H0

)
= r3

∫
∂R

(0)
TE

∂σj
k2r J0(krr) dkr , (2.22)

∂

∂σj

(
Hy

H0

)
=
(
2y2 − r2

) ∫ ∂R
(0)
TE

∂σj
kr J1(krr) dkr

− y2r
∫
∂R

(0)
TE

∂σj
k2r J0(krr) dkr , (2.23)

onde,
∂R

(0)
TE

∂σj
=

−2Y0
(Y0 + Y ∗1 )

∂Y ∗1
∂σj

. (2.24)

No trabalho de Vedanti et al. (2005) é realizada a derivada analítica 1D para sondagens
de eletrorresistividade. Seguindo esse trabalho, temos a derivada da admitância aparente
da primeira camada em relação aos m parâmetros,

∂Y ∗1
∂σj

=
∂Y ∗1
∂Y ∗2

∂Y ∗2
∂Y ∗3

· · ·
∂Y ∗j−1
∂Y ∗j

∂Y ∗j
∂σj

, j = 1, 2, · · ·m− 1 (2.25)

∂Y ∗j
∂Y ∗j+1

= (1− T 2
j )/C2

j , (2.26)

∂Y ∗j
∂σj

=


(
Tj
ζ

+
Yj
Sj

)
Cj

−

(
Y ∗
j+1

Y 2
j

(YjSj − Tj
ζ

)
)

(Y ∗j+1 + YjTj)

C2
j

( ζ

2uj

)
, (2.27)

onde,

Tj = tanh(ujhj) , (2.28)

Sj = sech(ujhj)hj , (2.29)

Cj = (1 + (Y ∗j+1/Yj)Tj) (2.30)

na última camada temos,
∂Y ∗m
∂σm

=
∂Ym
∂σm

=
1

2um
. (2.31)

Vedanti et al. (2005) apresentam a Hessiana completa com as derivadas de primeira
e segunda ordem do funcional do ajuste. Nós utilizamos o método de Gauss-Newton,
portanto só precisamos da derivada de primeira ordem para montar a matriz Hessiana.
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Figura 2.3: Localização dos 6 elementos que fazem parte do parâmetro pj (bloco azul), e
do ponto de medida P (xp, zp).

2.4.2 Matriz sensibilidade para a modelagem 2D

Para esse caso, obtemos a matriz sensibilidade derivando os sistema de equações line-
ares do FEM (2.10) em relação ao j-ésimo parâmetro,

∂u
∂pj

= K−1
(
∂f
∂pj
− ∂K
∂pj

u
)
. (2.32)

Grayver et al. (2013) apresenta a abordagem que aproveita a simetria da matriz K
para obter as sensibilidades nos n pontos de medidas. Assim como mostrado na subseção
2.3.2, nós multiplicamos QT que seleciona o elemento ∂Ĥs

y(xp, zp)/∂pj no vetor ∂u/∂pj,
e realizando a transposta de ambos os lados, temos a derivada no ponto P (xp, zp) dada
por, [

QT ∂u
∂pj

]T
=

(
∂f
∂pj
− ∂K
∂pj

u
)T

K−1Q . (2.33)

As derivadas em f e K terão valores diferentes de zero somente nos elementos que
apresentam o j-ésimo parâmetro. A Figura 2.3 mostra os elementos que fazem parte do
j-ésimo parâmetro e o ponto de observação P (xp, zp). Então, podemos calcular a derivada
de n pontos de medida em relação a m parâmetros fatorando a matriz K uma única vez, e
realizando n soluções do sistema 2.15. Esse procedimento é repetido para cada frequência.
O uso de Q é válido quanto a otimização quando m > n, o que acontece na maioria dos
casos em geofísica.

Para o HMD a derivada da componente ∂Hy/∂pj sai direto do sistema 2.33, já que
essa componente é uma variável do FEM. Para o VMD temos que realizar as derivadas
espaciais (equação 2.11). Assim como abordada na subseção 2.3.2, a derivada em relação
a xp do sistema de equações 2.33 é dada por,

∂

∂xp

[
QT ∂u

∂pj

]T
=

(
∂f
∂pj
− ∂K
∂pj

u
)T

∂ K−1Q
∂xp

, (2.34)

sendo que o termo entre parêntesis não depende das coordenadas do ponto P por conta
deste estar fora das heterogeneidades. Derivar K−1Q equivale a derivar o sistema 2.15
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em relação a xp, e sabendo que Q não depende dessa variável, temos,

∂ K
∂xp

v + K
∂ v
∂xp

= 0 , (2.35)

então, a derivada de K−1Q em relação a xp é dada pelo vetor solução ∂v/∂xp do sistema,

K
∂ v
∂xp

= −∂ K
∂xp

v . (2.36)

sendo o vetor v obtido no sistema 2.15 e ∂K/∂xp dada pela derivada das matrizes ele-
mentares Ke.

Este caso é similar ao visto na subseção 2.3.2, portanto, para uma otimização nós não
montamos a matriz ∂K/∂pj e o vetor ∂f/∂pj, realizamos as operações somente com os ele-
mentos do j-ésimo parâmetro. Como podemos notar, para realizar a derivada de ∂Hz/∂pj

é necessário solucionar os dois sistemas 2.15 e 2.36 para cada derivada espacial (∂xp, ∂zp),
o que pode tornar o processo lento. No entanto, realizamos os procedimentos de obter as
derivadas (∂Hz/∂pj e ∂Hy/∂pj) e os campos (Hz e Hy) em conjunto, assim aproveitamos
algumas estruturas comuns a ambos os procedimentos, dentre elas: as matrizes K e Q, e
aproveitamos a operação ∂K/∂xpv.

2.5 APLICAÇÃO A DADOS SINTÉTICOS

O modelo escolhido simula um ambiente geológico com uma camada condutiva (10

ohm-m) inserida num meio resistivo (102 ohm-m) e com um embasamento mais resistivo
(103 ohm-m). Além disso, temos dois corpos condutivos localizados em profundidades
distintas com a mesma condutividade da camada. Esse modelo é baseado no possível
ambiente geológico que podemos encontrar no dado real que analisaremos na próxima
seção. A Figura 2.4 mostra o modelo geológico simulado.

As medidas foram tomadas de −100 a 100 metros e espaçadas de 10 metros, sendo
que o ponto de observação é dado no centro do arranjo fonte-receptor. Utilizamos os três
arranjos para cada fonte VDM e HDM (McNeill (1980)). Além disso, adicionamos 2% de
ruído uniforme de média zero nos dados sintéticos.

Na inversão 1D estimamos a resistividade de 12 camadas, cujas espessuras mudam
com a profundidade sendo a última camada um semi-espaço infinito. Na inversão 2D
discretizamos uma região da subsuperfície em 44× 12 prismas no plano (x, z), sendo que
os primas das extremidades laterais são alongados de tamanho 200 m, e os prismas da
base são de tamanho 55 m.

Para ambas inversões utilizamos o regularizador de igualdade absoluta em conjunto
com o Suavidade Global ou Variação Total. Adicionamos a informação da resistividade
da camada condutiva através desse regularizador de igualdade absoluta.
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A Figura 2.5 mostra os resultados da inversão 1D para os regularizadores Suavidade
Global e Variação Total. Cada fileira de blocos na vertical representa uma inversão 1D,
sendo o ponto de observação no meio de cada fileira. Utilizamos a vinculação LCI proposta
por Santos (2004). Podemos observar que nos dois resultados a presença dos corpos não
foram recuperados. Além disso, nas duas estimativas tem-se altos valores de resistividade
na região do corpo condutivo mais raso, segundo Kang et al. (2013) isso se deve ao
comportamento da componente em quadratura do campo quanto ao aumento no número
de indução. Nesse trabalho eles abordam os pitfalls da inversão 1D.

Apesar de não representarem uma boa estimativa da subsuperfície para esse caso, as
inversões 1D nos ajudam em duas caracterísicas: i) elas auxiliam na sintonização dos
parâmetros de regularização, assim, evita-se de realizar muitos testes na inversão 2D; ii)
o resultado gerado pode ser usado como aproximação inicial na inversão 2D, isso diminui
a quantidade de iterações deste processo.

Por fim, a Figura 2.6 mostra o resultado da inversão 2D do Suavidade Global, no
qual se consegue notar a presença dos corpos, no entanto, não se consegue uma boa
delineação deles. Por outro lado, no Variação Total (Figura 2.7) já se consegue um
melhor delineamento das estruturas condutivas, apesar de não delinear bem a base delas.

Figura 2.4: Modelo geológico simulado.



31

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Distance (m)

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

D
ep

th
(m

)

Global Smoothness

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

log10 (ohm-m)

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Distance (m)

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

D
ep
th

(m
)

Total Variation

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

log10 (ohm-m)

Figura 2.5: Resultado da inversão 1D utilizando os vínculos de Suavidade Global (acima)
e Variação Total (abaixo) em conjunto com igualdade absoluta. Os valores de resistividade
estão em log10(ρ) ohm-m. As linhas em branco delimitam as estruturas condutivias.
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Figura 2.6: Acima, os dados sintéticos, em linha contínua, ajustados aos pontos observados
(círculos) para as duas fontes VMD e HMD. Abaixo, o resultado da inversão 2D utilizando
os vínculos de Suavidade Global e igualdade absoluta. Os valores de resistividade estão
em log10(ρ) ohm-m. As linhas em branco delimitam as estruturas condutivias.



33

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Distance (m)

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

0.022

0.024

0.026

0.028

Im
{H

z
/H

0
}

VMD

10 m
20 m
40 m

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Distance (m)

0.011

0.012

0.013

0.014

0.015

0.016

0.017

0.018

0.019

0.02

Im
{H

z
/H

0
}

HMD

10 m
20 m
40 m

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Distance (m)

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

D
ep
th

(m
)

Total Variation

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

log10 (ohm-m)

Figura 2.7: Acima, os dados sintéticos, em linha contínua, ajustados aos pontos observados
(círculos) para as duas fontes VMD e HMD. Abaixo, o resultado da inversão 2D utilizando
os vínculos de Variação Total e igualdade absoluta. Os valores de resistividade estão em
log10(ρ) ohm-m. As linhas em branco delimitam as estruturas condutivias.
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2.6 APLICAÇÃO A DADOS REAIS

Nós apresentamos os dados coletados de EM34 na cidade de Salinópolis, nordeste do
Estado do Pará, Brasil (Figura 2.8). A geologia local consiste em uma sequência carbo-
nática miocênica (Formação Pirabas), sotoposta por sedimentos terrígenos continentais
terciários e quaternários (Formação Barreiras e Pós-Barreiras) (Rossetti et al., 1989; Ros-
setti, 2001). A Formação Pirabas apresenta maior espessura nessa região, sendo a principal
fonte de abastecimento de água local.

O levantamento foi realizado nas proximidades do posto de captação de água Açaí da
COSANPA (Companhia de Saneamento do Pará), onde tivemos acesso a dados de poços.
Foram feitas 20 medidas espaçadas de 10 metros com as duas configurações de bobinas
(VMD e HMD), no sentido nordeste-sudoeste (Figura 2.8).

Freimann et al. (2014) apresentam uma correlação de perfilagem de poços nessa região
com o objetivo de mapear as continuidades laterais de reservatórios de água. Nós utiliza-
mos as informações geológicas contidas na seção litológica C-H-I sugerida nesse trabalho
(Figura 2.9). Além disso, eles apresentam o perfil litológico do poço O (Figura 2.8). De
posse dessas informações a priori, nós as adicionamos à inversão através do regularizador
de igualdade absoluta, assim, colocamos o reservatório de profundidade de 40 a 45 m com
resistividade de 1 ohm-m.

Na inversão 1D estimamos a resistividade de 12 camadas, cujas espessuras mudam com
a profundidade. Na inversão 2D discretizamos uma região da subsuperfície em 21 × 12

prismas no plano (x, z), sendo que os primas das extremidades laterais são alongados de
tamanho 200 m, e os prismas da base são alongados até a profundidade de 100 m. A
espessura das camadas e a dos prismas são as mesmas para as inversões 1D e 2D, exceto
pela ultima camada ser um semi-espaço infinito e os prismas da base terem espessura de
55 metros.

A Figura 2.10 mostra os resultados da inversão 1D utilizando a vinculação LCI para
os regularizadores Suavidade Global e Variação Total. O resultado de ambas inversões é
muito próximo, e podemos observar a presença de uma camada condutiva nas profundi-
dades de 40 a 60 m, que se estende de 20 a 130 m na horizontal. Essa camada pode estar
relacionada a segunda camada da seção litológica.

As figuras 2.11 e 2.12 mostram os resultados das inversões 2D do Suavidade Global
e da Variação Total, respectivamente. As estimativas dessas inversões 2D são muito
próximas e correlatas com as estimativas das inversões 1D. Isso pode comprovar que o
ambiente geológico é constituído por camadas predominantemente plano paralelas. Por
fim, realizamos a interpretação do topo da segunda camada da seção litológica (linha
branca nas figuras 2.11 e 2.12), que segundo Freimann et al. (2014) trata-se do segundo
provável aquífero.
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Figura 2.8: Localização da cidade de Salinópolis, e localização da seção litológica C-H-I
proposta por Freimann et al. (2014) em linha preta, sendo os pontos azuis os poços C, H,
I e O. Os pontos em vermelho são as observações tomadas no sentido nordeste-sudoeste.
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Figura 2.9: Seção litológica C-H-I sugerida por Freimann et al. (2014).
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Figura 2.10: Resultado da inversão 1D utilizando os vínculos de Suavidade Global (acima)
e Variação Total (abaixo) em conjunto com igualdade absoluta. Os valores de resistividade
estão em log10(ρ) ohm-m.
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Figura 2.11: Acima, os dados sintéticos, em linha contínua, ajustados aos pontos obser-
vados (círculos) para as duas fontes VMD e HMD. Abaixo, o resultado da inversão 2D
utilizando os vínculos de Suavidade Global e igualdade absoluta. Os valores de resisti-
vidade estão em log10(ρ) ohm-m. Interpretação do topo da segunda camada da seção
litológica em linha branca.
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Figura 2.12: Acima, os dados sintéticos, em linha contínua, ajustados aos pontos obser-
vados (círculos) para as duas fontes VMD e HMD. Abaixo, o resultado da inversão 2D
utilizando os vínculos de Variação Total e igualdade absoluta. Os valores de resistividade
estão em log10(ρ) ohm-m. Interpretação do topo da segunda camada da seção litológica
em linha branca.
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2.7 CONCLUSÃO

Apresentamos uma abordagem para a inversão de dados do equipamento EM34-3, a
fim de obter uma melhor estimativa da distribuição de condutividade em subsuperfície.
Construímos um algoritmo de inversão baseado no método Gauss-Newton e aplicamos
a estratégia de Marquardt (Marquardt (1963)). Aplicamos um vínculo de desigualdade
apresentado por Barbosa et al. (1999), que adiciona limites nos valores dos parâmetros o
que nos permitiu incorporar mais informação geológica a priori. Adicionamos a inversão
os regularizadores Suavidade Global e Variação Total, para obtermos uma solução única
e estável. Realizamos a inversão conjunta das duas fontes dipolares (VMD e HMD), e
propomos a utilização de fatores de normalização para os funcionais de ajuste de cada
fonte (Barbosa et al., 1999).

Na inversão 1D, apresentamos uma derivada semi-analítica para calcular a matriz sen-
sibilidade, como visto em Vedanti et al. (2005), utilizamos a regra da cadeia para derivar
as admitâncias aparentes em relação a condutividade das camadas. Para inversão 2D,
propomos uma derivada espacial semi-analítica que é realizada sobre o sistema de equa-
ções do FEM, na qual somente os elementos que compartilham a coordenada em que se
realiza a derivada tem valores diferentes de zero. Seguindo Grayver et al. (2013) deriva-
mos esse sistema de equações em relação aos parâmetros e obtemos a matriz sensibilidade.
Realizamos essas duas derivadas e calculamos a matriz sensibilidade para as componentes
que dependem da derivada espacial.

Os resultados das inversões do dado sintético mostraram que a inversão 2D teve uma
melhor estimativa sobre a inversão 1D. Isso se deve a presença de corpos condutivos
bidimensionais, que para a resposta 1D podem ser simuladas por camadas mais resistivas
sobre camadas condutivas (Kang et al., 2013).

Por fim, os resultados da inversão 1D e 2D do dado real mostraram uma grande
correlação entre elas, esse resultado pode comprovar um ambiente constituído por estratos
plano paralelos. As seções litológicas apresentadas por Freimann et al. (2014) mostram
essa característica das camadas. De posse de todas essas informações, sugerimos uma
interpretação para o topo de um aquífero em subsuperfície.
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APÊNDICES



A– DERIVADA ANALÍTICA DAS MATRIZES

ELEMENTARES DO FEM

Apresentamos as derivadas espaciais das matrizes elementares do método de Elementos
Finitos (FEM), ultilizadas para obter a componente Hz (equação 2.11). Silva (2012)
mostra que a matriz de coeficientesK é construída a partir de quatro matrizes elementares,
onde cada uma representa o modo de propagação TE,

KTE
e =

−σe
4Au2e

I− Aσe
12

II , (A–1)

o modo de propagação TM,

KTM
e =

−ζ
4Au2e

I− Aζ

12
II , (A–2)

o modo de propagação acoplado TE,

KACTE
e =

iky
4Au2e

III , (A–3)

sendo que o modo de propagação acoplado TM,

KACTM
e = −KACTE

e , (A–4)

em que σe é a condutividade de um elemento, e u2e = k2y − ζσe. As matrizes I, II e III,
são dadas por,

I =

 b21 + c21 b2b1 + c2c1 b3b1 + c3c1

b1b2 + c1c2 b22 + c22 b3b2 + c3c2

b1b3 + c1c3 b2b3 + c2c3 b23 + c23



II =

2 1 1

1 2 1

1 1 2



III =

 0 b2b1 + c2c1 b3b1 + c3c1

b1b2 + c1c2 0 b3b2 + c3c2

b1b3 + c1c3 b2b3 + c2c3 0


onde a1 = x2z3 − x3z2, a2 = x3z1 − x1z3, a3 = x1z2 − x2z1, b1 = z2 − z3, b2 = z3 − z1,
b3 = z1 − z2, c1 = x3 − x2, c2 = x1 − x3, c3 = x2 − x1, e A a área do elemento e, dada por
A = 0.5(a1 + a2 + a3).
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A derivada de KTE
e em relação a xn, sendo n a numeração no sistema elemetar que

vai de 1 a 3, temos para n = 1,

∂

∂x1
KTE
e =

σeb1
8u2eA

2
I− σe

4u2eA

(
∂

∂x1
I
)
− σeb1

24
II , (A–5)

para n = 2,
∂

∂x2
KTE
e =

σeb2
8u2eA

2
I− σe

4u2eA

(
∂

∂x2
I
)
− σeb2

24
II , (A–6)

e para n = 3,
∂

∂x3
KTE
e =

σeb3
8u2eA

2
I− σe

4u2eA

(
∂

∂x3
I
)
− σeb3

24
II , (A–7)

onde as derivadas de I em relação a xn,

∂

∂x1
I =

 0 c1 −c1
c1 2c2 c3 − c2
−c1 c3 − c2 −2c3

 ,

∂

∂x2
I =

 −2c1 −c2 c1 − c3
−c2 0 c2

c1 − c3 c2 2c3

 ,

∂

∂x3
I =

 2c1 c2 − c1 c3

c2 − c1 −2c2 −c3
c3 −c3 0

 .

A derivada de KTM
e em relação a x1,

∂

∂x1
KTM
e =

ζb1
8u2eA

2
I− ζ

4u2eA

(
∂

∂x1
I
)
− ζb1

24
II , (A–8)

em reação a x2,
∂

∂x2
KTM
e =

ζb2
8u2eA

2
I− ζ

4u2eA

(
∂

∂x2
I
)
− ζb2

24
II , (A–9)

e em reação a x3,

∂

∂x3
KTM
e =

ζb3
8u2eA

2
I− ζ

4u2eA

(
∂

∂x3
I
)
− ζb3

24
II . (A–10)

As derivadas para os modos acoplados ∂KACTM
e /∂xn = −∂KACTE

e /∂xn, logo a deri-
vada de KACTE

e em relação a x1,

∂

∂x1
KACTE
e =

−ikyb1
8u2eA

2
III +

iky
4u2eA

(
∂

∂x1
III
)
, (A–11)
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em reação a x2,
∂

∂x2
KACTE
e =

−ikyb2
8u2eA

2
III +

iky
4u2eA

(
∂

∂x2
III
)
, (A–12)

e em reação a x3,

∂

∂x3
KACTE
e =

−ikyb3
8u2eA

2
III +

iky
4u2eA

(
∂

∂x3
III
)
, (A–13)

onde as derivadas de III em relação a xn,

∂

∂x1
III =

 0 −b1 b1

b1 0 b3 + b2

−b1 −b3 − b2 0

 ,

∂

∂x2
III =

 0 −b2 −b3 − b1
b2 0 −b2

b1 + b3 b2 0

 ,

∂

∂x3
III =

 0 b2 + b1 b3

−b1 − b2 0 −b3
−b3 b3 0

 .

De maneira similar, obtemos a derivada de KTE
e em relação a z1,

∂

∂z1
KTE
e =

σec1
8u2eA

2
I− σe

4u2eA

(
∂

∂z1
I
)
− σec1

24
II , (A–14)

em relação a z2,

∂

∂z2
KTE
e =

σec2
8u2eA

2
I− σe

4u2eA

(
∂

∂z2
I
)
− σec2

24
II , (A–15)

e em relação a z3,

∂

∂z3
KTE
e =

σec3
8u2eA

2
I− σe

4u2eA

(
∂

∂z3
I
)
− σec3

24
II , (A–16)
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onde as derivadas de I em relação a zn,

∂

∂z1
I =

 0 −b1 b1

−b1 −2b2 b2 − b3
b1 b2 − b3 2b3

 ,

∂

∂z2
I =

 2b1 b2 b3 − b1
b2 0 −b2

b3 − b1 −b2 −2b3

 ,

∂

∂z3
I =

 −2b1 b1 − b2 −b3
b1 − b2 2b2 b3

−b3 b3 0

 .

A derivada de KTM
e em relação a z1,

∂

∂z1
KTM
e =

ζc1
8u2eA

2
I− ζ

4u2eA

(
∂

∂z1
I
)
− ζc1

24
II , (A–17)

em reação a z2,
∂

∂z2
KTM
e =

ζc2
8u2eA

2
I− ζ

4u2eA

(
∂

∂z2
I
)
− ζc2

24
II , (A–18)

e em reação a z3,

∂

∂z3
KTM
e =

ζc3
8u2eA

2
I− ζ

4u2eA

(
∂

∂z3
I
)
− ζc3

24
II , (A–19)

Finalmente, as derivadas para os modos acoplados ∂KACTM
e /∂zn = −∂KACTE

e /∂zn,
assim, a derivada de KACTE

e em relação a z1,

∂

∂z1
KACTE
e =

−ikyc1
8u2eA

2
III +

iky
4u2eA

(
∂

∂z1
III
)
, (A–20)

em reação a z2,
∂

∂z2
KACTE
e =

−ikyc2
8u2eA

2
III +

iky
4u2eA

(
∂

∂z2
III
)
, (A–21)

e em reação a z3,

∂

∂z3
KACTE
e =

−ikyc3
8u2eA

2
III +

iky
4u2eA

(
∂

∂z3
III
)
, (A–22)
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onde as derivadas de III em relação a zn,

∂

∂x1
III =

 0 −c1 c1

c1 0 c3 + c2

−c1 −c3 − c2 0

 ,

∂

∂x2
III =

 0 −c2 −c3 − c1
c2 0 −c2

c1 + c3 c2 0

 ,

∂

∂x3
III =

 0 c2 + c1 c3

−c1 − c2 0 −c3
−c3 c3 0

 .


