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RESUMO

Neste trabalho, utilizamos a inversao geofisica nao-linear aplicada a conjuntos de dados
3D gravimetricos e magnetoteltricos para obtermos modelos de resistividade de bacias
sedimentares, ambientes geologicamente complexos. O principal objetivo em realizar uma
inversao integrada entre esses tipos de dados ¢ poder limitar a regiao de interesse da
inversao magnetoteltrica a partir do delineamento do relevo do embasamento de bacias
sedimentares dado pela inversao gravimétrica e assim, economizar tempo computacional.
A construcao da matriz de sensibilidade é a etapa do algoritmo que demanda mais tempo
computacional no processo de inversao. No contexto da inversao de dados gravimétricos,
a construcao dessa matriz foi realizada através de aproximacao analitica. J& na inversao
de dados magnetoteldricos, a matriz de sensibilidade foi obtida a partir da matriz fato-
rada de elementos finitos, desta forma as derivadas sao adquiridas com um bom nivel de
aproximacao de maneira eficiente e com baixo custo computacional. A primeira fase do
trabalho consistiu em realizar o processo de inversao gravimétrica utilizando os regula-
rizadores de suavidade global e variacao total e com isso, poder estimar as espessuras
das fontes gravimétricas, especialmente em regioes onde o relevo do embasamento ¢é suave
e regioes que apresentam variacoes laterais abruptas. Esta metodologia foi aplicada em
trés modelos distintos de bacias sedimentares. Para estes modelos, observamos que as
espessuras estimadas pelo vinculo de variagao total apresentaram os melhores resultados.
Portanto, para delimitar a regiao de interesse da inversao magnetotelirica, priorizou-se

apenas as respostas gravimétricas oriundas da regularizacao de variagao total.

Palavras-chaves: 1. Eletromagnetismo — Modelos mateméaticos. 2. Método dos

Elementos Finitos. 3. Anisotropia. 4. Prospeccao - Métodos geofisicos



ABSTRACT

In this work, a non-linear geophysical inversion was applied to gravimetric and mag-
netotelluric 3D data sets to obtain resistivity models of sedimentary basins, complex
geological enviroments. The main goal of performing an integrated inversion on this kind
of data is to limit the magnetotelluric region of interest using the sedimentary basins
basement relief obtained from the gravimetric inversion and, consequently, saving com-
putation time in the algorithm stage in which more time is demanded. Building the
sensitivity matrix is the longest stage of the algorithm in the inversion process. In the
context of the gravimetric data inversion, the sensitivity matrix was calculated using an
analytic approximation. In magnetotelluric data inversion, in turn, the sensitivity matrix
was obtained from the factored matrix of finite elements, which allows the derivatives
calculation with a great level of approximation in a efficient way and with a low computa-
tional cost. The first stage of the work was performing the gravimetric inversion process
using regularizers of both global smoothing and total variation and, as a result, estima-
ting the thickness of the gravimetric sources specially in regions whose basement relief
is smooth and in regions with abrupt lateral changes. This methodology was applied to
three different models of sedimentary basins. For these models, the thickness estimated
by the total variation constraints presented better results. Therefore, to delimitate the
region of interest for the magnetotelluric inversion, only the gravimetric answers from the

total variation regularization were used.

Keywords: Electromagnetism - Mathematical models. Finite element method. Ani-

sotropy. Prospecting - Geophysical Methods
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1 INTRODUCAO

Um dos periodos mais desafiadores para exploracao geofisica voltada a propecgao de
hidrocarbonetos se deu na década de 1980, quando a possibilidade de descoberta dos de-
poOsitos mais acessiveis a exploracao se esgotou e os trabalhos de pesquisa voltaram-se para
ambientes geologicos cada vez mais complexos, passando a ser fundamental nao apenas a
deteccdo da causa da anomalia geofisica e sua localizagao (Silva, 2006b), mas principal-
mente a delineacao de feicoes e de falhas que podem abrigar armadilhas estratigraficas ou
estruturais propicias & acumulagao de hidrocarbonetos.

Desde entao, a utilizagao dos dados nao-sismicos na prospecgao do petroleo gradativa-
mente ganhou notoriedade nas empresas, principalmente na fase exploratoria inicial das
bacias sedimentares, para obtencao de forma rapida e econoémica de informacoes sobre
as feigoes propicias a acumulacao de 6leo e gas, bem como, elevacdes do embasamento e
armadilhas estruturais (Santos et al., 2013).

A partir da década de 80, para alcancar o detalhamento dessas feicdes de maneira
rapida e eficiente, foi necesséario que as técnicas conhecidas incorporassem os avangos tec-
nologicos, tais como: a utilizacao de GPS, gradidometros, magnetometros e gravimetros,
com outras ciéncias como a geologia, andlise geoquimica e imagens de sensoriamento. Es-
tas correlacoes de fato adicionaram informagoes valiosas para a interpretagao e tratamento
de dados geofisicos e com isso permitiram a introducao de conhecimentos geolégicos reais
e concretos sobre a interface a ser mapeada.

Para realizar esta dificil tarefa de fazer inferéncias confidveis geologicamente a respeito
do delineamento do relevo do embasamento é necessario o uso métodos matemaéticos, de-
signados, geralmente, por modelagem matematica e inversdo de dados geofisico (Barbosa,
et al., 2007).

A inversao de dados geofisicos quer seja a fonte unidimensional, bidimensional ou
tridimensional nao é uma tarefa trivial devido principalmente a dificuldade de se calcular
a resposta do modelo, que na maioria das vezes é obtida numericamente por nao apresentar
solucao exata e podendo exigir computadores com grande poder de processamento e uso
extensivo de memoria.

Contudo, o sucesso na solucao do problema inverso geofisico nao depende exclusiva-
mente do calculo da resposta do modelagem direta e do desempenho dos computadores.
Existem ainda as duas principais causa de ambiguidade na interpretacao geofisica advin-
das da inversao: a unicidade e a instabilidade, que estao presentes nos problemas inversos
de todos os métodos geofisicos (Luiz, 1995).

Com o trabalho de Tikhonov and Arsenin (1977) acerca da Teoria da Regularizagao, os
conceitos até entao obscuros em relacao a estabilidade e unicidade vieram a luz para dar

suporte aos problemas mal-postos em geofisica e assim pudessem ser considerados bem-



postos através da incorporacao de informagoes geoldgicas a priori, em que os funcionais
estabilizadores sao em sua maioria expressoes mateméticas que impoem restricoes fisicas
ao problema e que podem, em alguns casos, serem interpretadas em termos de hipote-
ses geologicas sobre as fontes andomalas (Dias, 2007; Last and Kubik, 1983; Guillen and
Menichetti, 1984; Barbosa et al., 1999; Silva et al., 2001).

Atualmente, para fazer inferéncias confidveis geologicamente a respeito do delinea-
mento do relevo do embasamento, tem-se utilizado as técnicas de algoritmos inversos
interativos e dentre os intimeros trabalhos que seguem essa linha destacamos: Boschetti
(2001), Barbosa e Silva (2006) e Silva (2006a). Estes autores utilizam algoritmos de in-
versao nao-linear, que emprega um funcional matemético relacionando o efeito da fonte
andémala com o modelo interpretativo para produzir as anomalias teoricas.

Normalmente esse modelos podem ser definidos através da terra estratificada unidi-
mensional, células justapostas bidimensionais (Silva, 2006b), modelo com células retan-
gulares de densidade uniforme (Luz et al., 2012) ou por conjunto de prismas retangulares
justapostos 3D (Barbosa et al., 1999; Chakravarthi et al., 2002; Martins et al., 2011).

Adicionalmente, a construcao da matriz de sensibilidade é a etapa que demanda mais
tempo no processo de inversao de dados geofisicos, uma vez que deve-se avalid-la a cada
iteracao até encontrar-se o ajuste satisfatorio. Santos et al. (2015), Cristiano M. Martins 1
(2010), Santos et al. (2013) e Ramos et al. (2013) utilizam para a inversdo gravimetrica
de fontes prisméticas a matriz de sensibilidade através de aproximacao analitica.

Neste trabalho temos como objetivo obter o modelo de resistividade de bacias sedimen-
tares a partir de inverao MT 3D integrada com a inversao gravimétrica 3D. A gravimetria
é usada para delinear o relevo do embasamento e limitar a regiao de interesse da inve-
rao MT. Com isso, o niimero de paramentros de resistividade diminui consideravelmente,
tornando possivel a obtencao da estimativa M'T de maneira rapida.

No método gravimétrico iremos usar a metodologia proposta por Martins (2009) para
calcular as derivadas em cada ponto de observacao em relacao aos parametros e sera obtida
de maneira analitica. Os modelos interpretativos para o caso gravimétrico consistem de
uma malha de prismas 3D retangulares. A inversao geofisica nao-linear serd aplicada em
dois ambientes sintéticos conforme propostos por Gaino (2012) e Ramos et al. (2013). Em
ambos adicionamos 2% de ruido pseudo aleatorio gaussiano. Ja o terceiro corresponde a
anomalia Bouguer pertencente a area do Steptoe Valley cedido por Lima et al. (2009).

O problema direto magnetoteltrico é resolvido através do método de elementos finitos
3D, usando uma malha nao-regular de tetraedros. A partir do sistema linear associado
ao método, iremos também avaliar a matriz de sensibilidades para a inversao MT. Com
isso, propomos um maneira rapida de obtencao da jacobiana usando a matriz fatorada de
elementos finitos.

A inversao nao-linear magntotelurica sera realizada apenas com dados sintéticos, po-

rém para obtemos respostas confidveis procuramos preservar as similaridades das caracte-



risticas estruturais das respostas gravimétricas e também adicionando 2% de ruido pseudo-

aleatorio gaussiano.



2 O PROBLEMA DIRETO

2.1 METODO GRAVIMETRICO

A gravimetria estuda as variagoes locais do campo gravitacional terrestre geradas pela
distribuigao de densidades das rochas em subsuperficie Luiz (1995).

Deseja-se, com isso, identificar e caracterizar as massas locais de maior ou menor
densidade que as formagoes encaixantes a partir de irregularidades do campo medido na
superficie.

Tais irregularidades, denominadas anomalias, sao interpretadas como resultado das va-
riacoes na densidade dos materiais da subsuperficie, provocadas por estruturas geologicas
ou corpos rochosos com diferentes densidades (Telford et al., 1990).

A interpretacao do campo perturbador torna-se mais complicada devido ao fato de
que a observacao contém o efeito integral de todas as massas da Terra. Com o auxilio
de informacoes topograficas, geologicas e geofisicas, as influéncias das massas conhecidas
podem ser removidas através de reducoes.

Em geral, as medidas gravimétricas sao obtidas a partir da atracao gravitacional de
uma massa de prova por materiais em profundidade. A aceleracao da gravidade g resul-

tante para corpos localizados na superficie terrestre é dada por Luiz (1995):

M
g= G/ dr—Q — w?lcosg, (2.1)

onde G = 6,672 x 107''m3kg~'s=2 & a constante universal da gravidade; dM é um
elemento do corpo de massa; r, a distancia do corpo de massa ao ponto de medicao do
campo gravitacional; w a velocidade angular de rotacao da Terra e ¢ a latitude na qual o
corpo se encontra.

Os valores de gravidade medidos correspondem ao somatorio dos efeitos produzidos
por diversas fontes em subsuperficie. As leituras de gravidade, além de variarem com
a latitude e a topografia, sao também influenciadas pela variacdo instrumental e pela
atragao exercida pelos corpos celestes. Além disso, a magnitude e a forma de uma ano-
malia de gravidade depende do contraste de densidade entre os materiais considerados, a

profundidade da fonte e a geometria (Nascimento, 2011), conforme mostra a figura 2.1.



e —————— S —)
—————— e Bouguer d “
» 4 A |
; noma
Bouguer s o Y 7
Anomaly RN ————— |

P1 .

Figura 2.1: Magnitude e a forma da anomalia gravimétrica x contraste de densidade.
Fonte: Gravimetria (2018)

Todos os materiais presentes em subsuperficie influenciam o valor da gravidade, para
tanto as anomalias de densidade locais, pequenas e superficiais produzem efeitos de alta
frequéncia na gravidade medida, enquanto anomalias de densidade mais profundas e de
maiores dimensoes associam-se a frequéncias mais baixas e sao denominadas regionais
(Represas, 2009).

2.2 PROBLEMA DIRETO GRAVIMETRICO 3D.

Para execugao da inversao é necessario um modelo tedrico inicial , a fim de obter
informacoes sobre as grandezas nao observéveis inferidas a partir dos dados observados
ou gerados sinteticamente (Menke, 2018).

Primeiro é necessario o conhecimento da geologia local, tendo como referéncia um
modelo mais fidedigno a realidade geoldgica de subsuperficie. De posse dessas informacgoes,
temos embasamento suficiente para construir o modelo interpretativo do problema direto.
Dessa forma, o problema inverso na interpretacao geofisica busca encontrar um modelo
das propriedades do meio a partir dos dados observados.

O modelo interpretativo adotado nesta trabalho para o caso gravimétrico é o de uma
fonte prismatica vertical tridimensional 3D calculada através da equacao (2.4).

O codigo fonte para gerar o campo gravimétrico de uma bacia 3D, obtido através da
(2.2) utilizado neste trabalho foi cedido por Lima et al. (2009).

Nesse contexto, observe a figura 2.2, considere 4" um conjunto de N observacoes gra-

vimétricas produzidas por uma bacia sedimentar tridimensional :



dx [‘9 Ponto de observagdo
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Figura 2.2: Representagao do modelo de prismas 3D usado para fazer o ajuste a bacia.
Todos os prismas tém dimensao horizontal dz e dy. A espessura de cada prisma p; é o
parametro a ser determinado pelo algoritmo e os pontos de observacao estao localizados
no centro de cada prisma, em z —=0. Fonte: Represas (2009).

A densidade das rochas sedimentares da bacia é presumidamente constante com a
profundidade. A dimensao infinita da bacia sedimentar 3D coincide com o eixo x-y.
Presume-se ainda que o relevo do embasamento possa ser aproximado por um modelo
interpretativo formado por um conjunto de M prismas 3D verticais justapostos e o topo
de cada prisma estd localizado na superficie.

Além disso, consideramos que todos os prismas possuem as mesmas extensoes horizon-
tais iguais a dx e dy ao longo das direcbes X e y, respectivamente: A interface arbitraria
que separa o pacote sedimentar do embasamento é descrita em pontos pela espessura p;
de cada um dos prismas.

Essas espessuras p; dos M prismas sao os elementos do vetor de parametros p, a
serem estimados a partir dos dados gravimétricos, portanto, representam as profundida-
des do embasamento e estao relacionadas com a i-ésima componente vertical do campo

gravimétrico tedrico g; no i -ésimo ponto de observacao através da relacao nao linear:

Gi(wi, yi, %) = Z fi(pj), (2.2)

Para tanto, a funcao nao linear 2.2 calcula no i-ésimo ponto de observacao para o
j-ésimo prisma (Figura 1.1). O cento de cada prisma esta localizado nas coordenadas

horizontais x;, y; e espessura p; podendo ser escrita como:

= Yz 2 L T U / / ’
fi @iy yi, zi) = VAP/ / / ; 54 ; ; %dxjdyjdzj, (2.3)
z1 Jyi Ja |:($Z — T;) -+ (yi — y}) + (ZZ — Z;) }

em que y € a constante gravitacional de Newton, Ap o contraste de densidade entre




sedimento e o embasamento,constante e homogéneo, :1:; ; yé- e 23 sao respectivamente, as
coordenadas do centro de um prisma com volume infinitesimal(dv’y = d,j" - d,j’ - d.j’)
centro do j-ésimo prisma e os limites de integracao x; = x; — 5,22 = x; + %m,yl =
T — %y,yg =z, + dz—y, 21 =0 29 =p; e z; =0 (Ramos et al., 2013). Plouff (1976), mostra

uma solu¢ao logaritmica para a integral da equacao (2.3)

2 2
LiYj
f; = %OZ Z Z ik {zkarctcmZkT{ — xilog(Rijk + y;) — yjlog(Rije + x:) |, (2.4)
X X ij

=1 j=1 k=1 k

Sendo Rijx = (/2% + y? + 23, pijr = (= 1) (=17 (=1)%, 21 = (27 — 2)— %, 2 = (3 — ;) —

Loy =(yi—y)— L=y —yj) — %, 21 =0e 2 = p; para z; = 0.

2.3 METODO MAGNETOTELURICO

O método magnetotelirico (MT), fundamentado inicialmente por Tikhonov (1950) e
em mais detalhe por Cagniard (1953), é uma técnica eletromagnética passiva utilizada
para a determinacao da distribuicao de condutividade elétrica do interior da Terra.

A fonte primaria de sinais MT é o campo geomagnético externo cujas variacoes tempo-
rais induzem correntes elétricas em subsuperficie (conhecidas como correntes telaricas).
Medidas simultaneas das variagdes temporais do campo eletromagnético total (E(t) e
B(t)), efetuadas na superficie terrestre, constituem a base do método MT.

A condutividade elétrica é determinada a partir da relacdo entre as componentes
ortogonais do campo eletromagnético (Ex, Ey Hx, Hy e Hz). A penetragao do sinal no
interior terrestre depende do seu periodo de oscilagao e da condutividade do meio (Melo,
2009).

O uso de sinais naturais permite uma ampla faixa de investigacao, desde dezenas de
metros até dezenas de quilometros de profundidade. Maiores detalhes sobre a metodologia
MT podem ser encontrados em Vozoff (1991), Simpson (2005) e Berdichevsky (2002).

A figura 2.3 mostra, de forma esquematica, o arranjo tipico de campo de um sistema de
banda larga para a aquisicao de cinco componentes ortogonais do campo eletromagnético

(dois elétricos e trés magnéticos).



Eletrodos

Armazenamento de Dados
(Ex, Ey, Hx, Hy e Hz)

Bobinas

Figura 2.3: Esquema tipico de arranjo de campo para aquisicao de dados MT. Os ele-
trodos F, e E, perfazem dois dipolos elétricos soterrados e dispostos ortogonalmente.
Ja B,, B, e B, sao bobinas de indugao soterradas e dispostas ortogonalmente. Fonte:
na Explora¢ao magentotelirico (2013)

A principio, a direcdo x pode ser qualquer mas geralmente ela coincide com norte
magnético no local de medida. Conforme podemos observar cada componente do campo
elétrico (Fz e Ey) é medida a partir de um dipolo elétrico composto por um par de
eletrodos nao polarizaveis. Em seguida, o campo elétrico é calculado pela razao entre a
diferenca de potencial medida pelo dipolo e a distancia ente os eletrodos também nao
polarizaveis.

No caso do campo magnético, a bobina mede as componentes horizontais (Hx e Hy)
e a componente vertical (Hz) também. Cada componente é registrada através de uma
bobina de inducao alinhada na direcdo x, y ou z. Alternativamente além das bobinas
de inducao pode-se também usar magnetdometros do tipo “fluxgate”, que registra as trés
componentes simultaneamente (Lopes, 2010).

As respostas magnetoteldricas sao fun¢oes que correlacionam as distintas componentes
do campo eletromagnético em uma determina frequéncia. Desse modo, razao entre os
componentes ortogonais dos campos elétricos e magnéticos define um parametro chamado
de impedancia do meio. Logo, a razao entre as componentes Ex e Hy define a impedancia

7 de um meio homogéneo, conforme proposto por Cagniard (1953):

Z_Fy_ = (L0 = (wrop)? (2.5)



onde p = % é a resistividade elétrica (em Ohm.m). Nota-se que este resultado independe
do valor da profundidade z, sendo igualmente valido para campos medidos na superficie,
ou seja, z — 0.

E resolvendo esta expressao para a resistividade p, temos:

p= izl (26)
Sendo g = 47 x 1077 (H/m).

A impedancia de Tikhonov e Cagniard foi amplamente usada nos primeiros trabalhos
com o método MT. Ja no inicio da década de 60, contudo, foi verificado que a impedancia
depende geralmente da direcao em que os campos sao medidos e que 0 campo magnético
nao pode ser transformado no campo elétrico a partir da equagao (2.5) devido a contri-
buigao de heterogeneidades laterais.Passou-se, entao, a considerar a terra nao mais 1D e
as impedancias, nesse caso, tornam-se tensoriais (Silva, 2006b).

E importante ressaltar que do ponto de vista realistico as estruturas geologicas pos-
suem sempre alguma variagao tridimensional, entretanto, em algumas situacoes esse com-
portamento é caracteristico do ambiente, tal como: cadeias de montanhas em grande
escala e intrusoes magmaéticas (Abreu, 2002).

Portanto, o tratamento para o problema de inducao em estruturas 3D tem sido ana-
lisado por diversos autores, por isso ¢ necessario a utilizagao de métodos numeéricos, tal
como, diferencas finitas, elementos finitos e equacoes diferenciais, para que possa ser ob-
tida uma aproximacao das solucoes desejadas.

Desse modo segundo Auler (2016), o tensor de impedéncia 3D pode ser representado

em forma matricial por:

Ey Zyx Zyy Hy

em que os subscritos x e y relacionam-se a duas direcoes horizontais perpendiculares entre

Si.

2.4 PROBLEMA MAGNETOTELURICO DIRETO 3D.

As variacoes temporais das componentes horizontais dos campos elétrico e magnético
sao registradas no dominio do tempo, contudo durante o processamento magnetoteltirico
é realizado a conversao do dominio do tempo para o dominio da frequéncia através da
Transformada de Fourier Discreta (FFT) (Van Loan, 1992). E nesta tese utilizaremos as
equagbes de Maxwell no dominio da frequéncia (Stratton, 1941). Tomando como ponto
de partida compreender as relacoes entre o campo elétrico e magnético das técnicas de

interpretagao dos métodos elétricos e eletromagnéticos (EM) de Prospeccao Geofisica, é
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imprescindivel o conhecimento da teoria dos métodos eletromagnéticos (Nabighian, 1987).
Portanto, nenhum estudo sobre eletromagnetismo (EM) poderia ser completo sem compre-
ender os principios do eletromagnetismo. Portanto, analogo ao Silva (2018) formularemos
agora as leis que descrevem o comportamento dos campos eletromagnéticos naturais em
uma terra condutora nao homogénea descrita pelas equacoes diferenciais denominadas de

Equacoes de Maxwell no dominio da frequéncia, conforme segue:

VxE(rw = —iwB(rw)), (2.8)
VxH(r,w) = iwD(r,w) +J(rw), (2.9)
V.-B(r,w) = 0, (2.10)
V-D(r,w) = p(rw), (2.11)

onde i = v/—1; w é a frequéncia angular; B é o vetor inducio magnética (W/m?ouT);
H é o vetor campo magnético (A/m) D é o vetor da indugao elétrica (C'/m? ou N/Vm);
E ¢ o vetor do campo elétrico (V/mouV/C); J ¢é o Vetor densidade total da corrente
elétrica (A/m?) e ¢ a densidade da carga elétrica (C'/m?). Em seguida acrescentamos a

estas a equacao da continuidade, no dominio da frequéncia, é dada por:
V. -J(rw = —iwo(rw), (2.12)

valendo as seguintes relacoes constitutivas do meio as equagoes, no dominio da frequéncia,

podem ser escritas:

B(r,w) = poH (r,w), (2.13)
D(r,w) = eE(r,w), (2.14)
J(rw) = Js(r,w)+oFE(r,w), (2.15)

onde pg = 47 x 1077 H/m & a permeabilidade magnética no vacuo, € = 8,85 x 10712 F'/m
é a permissividade dielétrica do meio e o é a condutividade elétrica do meio.

Partindo do pressuposto que os campos sao relativamente fracos e as variacoes tem-
porais, pequenas, que o meio é linear e as relacoes constitutivas do meio, consequente-
mente independentes dos campos (2.13),(2.14) e (2.15). Adotamos a aproximacdo quasi-
estaciondria, ou seja, a condutividade é muito maior que a permissividade dielétrica, para
o campo eletromagnético que leva a um processo difusivo e, finalmentente, consideramos

que na equagao (2.11) ndo ha fontes de carga elétrica. Logo:
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VxE = —iwB, (2.16)
VxH = J,+0E, (2.17)
V-B = 0, (2.18)
V-D = 0, (2.19)

Levando em consideracao que os campos primarios EP e HP e os campos secunda-
rios £¥ e H®, quando induzidos na superficie sobrepde-se, por conseguinte, as equagoes
(2.8) e (2.9) com o auxilio das equagoes (2.13) e (2.15), podemos rescrever os campos ele-
tromagnéticos em termos de campos primarios e secundérios, no dominio da frequéncia.

Presumindo ainda que os campos variam sinusoidalmente com e Silva (2006b) Teremos:

V x (H? + H®) = (0. + Ac) (EP + E®) + Jeu, (2.20)

V x (EP + E°) = —iwp (EP + E°) (2.21)

em que, Ao = 0. — 0, ¢ o contraste de condutividade entre o corpo e a heterogeneidade
3D.

Para os campos primérios tem-se:

V x EP = —iwuoHP, (2.22)
V x H? = JP+oPEP, (2.23)
V-H? = 0, (2.24)
V.EP = 0, (2.25)

Enquanto para os campos secundarios:

V x E* = —iwpH?, (2.26)
V x H* = oE*+ AcEP, (2.27)
V.H* = 0, (2.28)
V.E* = 0 (2.29)

Na formulacao do problema direto o campo primario EP |, é calculado analiticamente
idéntico a proposta formulada por Rijo (2004). Nas literaturas existem vérias formulagoes
para obtencao o campo eletromagnético secundario para Magnetotelirico 3D formulado
em termos dos potenciais vetor magnético e escalar elétrico solucionado numericamente

por meio dos métodos elementos finitos tridimensionais. Neste trabalho nossa formulacao
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serd proposta conforme as metodologias mostradas por Souza (2007) e Almeida and Rijo
(2011).

De posse das equagoes (2.26) e (2.28), agora podemos expressao os campos E® e H*
em funcao do potenciais secundarios magnético A® e elétrico V* = iwuH® da seguinte

maneira:

H®* =V x A®, (2.30)

E° =-VU* —jwpyA?, (2.31)
Das equagoes (2.10) e (2.19), converte-se em rotacional do rotacional:
~V?A* +V (V- A%+ oV +iwugoA® = AcEP, (2.32)

A equacio (2.32) quando formulada em termos do método elementos finitos, resulta em
uma matriz assimétrica que pode apresentar modos esplirios e instaveis numericamente

(Souza, 2007). Para contornar essa impossibilidade, aplica-se a identidade vetorial:
A°+V (V- A%+ 0oV +iwpgoA® = AcEP, (2.33)
juntamente com a incorporacao do calibre de Coulomb, teremos:
V.A°=0, (2.34)
Portanto substituindo (2.34) na equacao (2.33) podemos reescrever da seguinte maneira:
V (V) +iwpyV - (0 A°) =V - (Ao EP), (2.35)

Segundo Almeida and Rijo (2011) podemos caracterizar a forma discretizada da equagao
(2.35) como estével numericamente. Aplicando a derivacao da equacdo (2.32) obtemos
o potencial escalar reduzido & V° = iwugH?® a matrizes resultante da discretizagao do
dominio em elementos finitos, estas por sua vez sao, tipicamente, grandes, simétricas,
esparsas e dominadas pela diagonal. Tomando o divergente da equagao (2.32) e aplicando

a propriedade A - A x H = 0, teremos:

V2A® —iwpgo (A° + VP*) = —~Ac EP

‘ (2.36)
iwpV - (o (A* +V®&*)) =V - (A EP),

Por fim as equagbes (2.35) e (2.36),representa a forma dominante do sistema de equa-
coes diferenciais. As matrizes resultantes da discretizacao do dominio em elementos finitos

apresentam caracteristicas, tal como: grande dimensao e esparsas e para contorna esse
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problema é necessario a escolha de um método eficiente para a resolucao desse sistema de
equacoes e aqui neste trabalho este sistema é resolvido pelo Pardiso resultando na solucao
dos potenciais escalar A® e magnético W?.

A modelagem direta magnetotelirica utilizada trabalho foi desenvolvida pelos pesqui-
sadores do Proem da Universidade Federal do Paré, estad emprega a técnica dos elementos
finitos (Rijo, 1977).

Esse método de elementos finitos (MEF) é um dos mais empregados, cujo objetivo
¢ solucionar numericamente equagoes diferencias (Ralston, 2001) que tem como objetivo
transformar um modelo de equagoes diferencias em um sistema de equacoes algébricas.

A metodologia aplicada as solugoes do sistema de equagoes diferenciais (2.35) e (2.36)
é o método de elementos finitos segundo o critério de Galerkin, semelhante a proposta
utilizada por Souza (2007).

Em Souza (2007), encontramos maiores detalhes a respeito do método de Galerkin. A
subsuperficie dos modelos apresentados na secao dos resultados deste trabalho, é discre-
tizada através de uma grade de tetraedros de dimensdes variaveis (figuras 2.4a e 2.4b),

para que tenha compatibilidade com a malha de elementos finitos Blanco (2018).

-3

Figura 2.4: (a)Malha utilizada no método de elementos finitos 3D. Fonte: (b) ilustracdo
de um tetraedro, Big et.al 2000.

Para mais detalhes sobre o método de elementos finitos segundo o critério de Galerkin

aplicado neste trabalho ver A-Apéndice e B-Apéndice.



3 PROBLEMA INVERSO

A inversao de dados consiste em um conjunto de técnicas matematicas que visam
obter informacoes sobre as grandezas nao observaveis inferidas a partir dos dados obser-
vados (Menke, 2018). Dessa forma, o problema inverso na interpretagao geofisica busca
encontrar um modelo das propriedades do meio a partir dos dados de campo.

A solugao do problema inverso requer uma modelagem matemética para minimizar
o erro entre os dados observados e os calculados e, assim, obter uma estimativa da cor-
recao a ser aplicada aos parametros do modelo. Estes processos envolvem formulacoes
matematicas que classificarao o problema como mal condicionado ou bem condicionado e
implicardo quanto & sua linearidade (Huelsen, 2007).

O problema ¢é dito mal condicionado quando nao cumpre os critérios de existéncia,
unicidade e estabilidade. Em geral, os problemas geofisicos inversos mal condicionados,
geralmente estao associados a dois fatores importantes: primeiro a presenca de ruido nos
dados observados, e principalmente, a propria natureza do problema inverso (Silva et al.,
2014).

E neste ultimo caso, mesmo que conseguissemos obter dados isentos de ruido, todavia
ainda teriamos diversas respostas de parametros capazes de explicar os dados geofisi-
cos observados (i.e, falta de unicidade), por isso é necessario diminuir a quantidade de
informacao ou inserir informacao a priori (Barbosa et al., 1999).

Neste trabalho buscamos estimar o conjunto de parametros que ajustam aos dados ob-
servados e ainda que satisfacam determinadas restri¢oes introduzindo informacao a priori
no problema inverso, essas informagoes podem ser de natureza geolégica ou matematica.

Desse modo, utilizamos os vinculos de regularizacao de suavidade global e variacao
total, mediante o emprego desses regularizadores transformamos o problema mal-posto
num bem-posto e por sua vez, estabilizamos o problema inverso nao-linear (Silva et al.,
2001).

3.1 O PROBLEMA INVERSO NAO-LINEAR

Assumindo y° como um vetor y° = [1?,49,--- ,4%]", neste caso, contém as anomalias
gravimétricas e magnetoteliaricas localizadas em diferentes posi¢oes (z,y, z) da subsuper-
ficie e ainda uma fun¢ao vetorial (modelo matemético), que sera considerado nao linear
Fo) = 1w, 20, , fM»))", estimaremos o conjunto de parametros geofisicos P, con-
tendo os valores da resistividade aparente p, para a inversao magnetoteltrica e as espes-
suras p; dos primas no caso da inversao gravimétrica, que formam o chamado o modelo
interpretativo e os parametros a serem estimados vetor p.

Como nosso objetivo é estimar p a partir dos dados geofisicos, este problema pode

14
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ser formulado como uma minimizacdo, entre os dados observados y° e os estimados f (p)?

através do seguinte funcional:

oy(@) =D (40 = fi(p)”, (3.1)

=0

em que M representa o ntimero de observagoes, ¥ ¢ a i-ésima componente do vetor de
observacoes e f,(p) a i-ésima componente da funcdo vetorial dos dados estimados.Este

funcional podemos também representar, como a norma do residuos da seguinte forma:

6y(p) = [|v° — F@)|°, (3.2)

em que ||.|| representa a norma euclidiana.

Entretanto, o problema inverso nao linear de estimar p que minimize 3.2 é conside-
rado mal-posto, como discutido em Silva (2001), e para torné-lo em bem condicionado
é necessario introduzir informacao a priori através dos funcionais regualrizadores, que a
principio denotamos de forma geral como ¢,(p).

Logo o problema inverso inical ¢ matematicamente expresso por:

min ¢x(p), (3.3)

sujeito a
lv" = f@)]" =< (3.4)

em que € é a estimativa de variancia do ruido contido nos dados ohservados gravimétrico
e magnetotelirico. Resolvendo o problema formulado através das equacoes 3.3 e 3.4

obetmos a funcao objeto, dado por:

¢(p) = ¢y(p) + 1or(P), (3.5)

em que p ¢ um parametro que controla o compromisso entre o ajuste dos dados e a
estabilizacdo do problema (Lima et al., 2009). A minimiza¢do do funcional nao linear
através da equacao 3.5 pode ser realizada iterativamente pelo método de Gauss-Newton.

O procedimento tem como ponto de partida,a expansao do funcional ¢(p) em série
de taylor nas vizinhancas de p = p, convenientemente aproveitando apenas os termos
de segunda ordem, para que a forma quadrética garanta um minimo bem definido ao

problema iterativo (Pujol, 2007):

5(0) = 600) + 0 [y (0~ Do) + 50" gy (0~ 20 (36)
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Considerando p — p, = Ap e reescrevendo a equagao 3.6 de forma compacta, teremos:

d(p) = d(py) + AP" (V) |p=po +%VPT (VpVid) |p=po Ap, (3.7)

Da equagao 3.7 desenvolvendo as expressoes do gradiente 3.8 e da matriz 3.9 Hessiana

Oldenburg and Li (2005) do funcional ¢,(p), repectivamente:

V,0(p) = Vo, (p) + 1V, (), (3.8)

V,VIio(p) = V,VIo,(p) + 1V, V] or(p), (3.9)

Analogo Piedade (2014), faremos a representagao dos gradientes e das matrizes hessi-

anas dos funcionais como:

GY = V,04(D) lp=po: (3.10)
G* = Vp0A(D) lp=po: (3.11)
HY =V, VL,(P) lp—po: (3.12)
H* =V, Y} 65(P) lp=po- (3.13)

Desse modo, podemos reescrever a equacao 3.7:
( 1
O = Oy + 07 (HY + H) + SAMT (G +5GY) Ap,  (3.14)

Agora em cada passo de Ap o algoritmo minimiza o funcional ¢, para isso é neces-

sario aplicar as derivadas em relacao a p:
9 06 9 0 9¢ 1"
2 _[o0, 08, 0 W]
Op

— B 3.15
Opr  Opz  Ops Opm ( )
Por fim, segundo Blanco (2018) igualando a equagao 3.21 ao vetor nulo obtemos o

minimo deste funcional e aplicando as operagoes matematicas desejaveis , é possivel en-

contrar a equacao correspondente a aproximacgao para a hessiana do funcional de ajuste
dos dados:
—2A" (y° — f(p)) + pG* + (2A" A + uH*) Ap =0, (3.16)

Reagrupando a equagao 3.16, teremos:
(2A" A+ pH*) Ap = 2A" (y° — f(p)) — nG*, (3.17)

em que H* e G* serdo determinados de acordo com a definicio do funcional regularizador.

Sendo A a matriz sensibilidade avaliada em cada iteragao e cujo ij-ésimo elemento é dado
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por:
Aij = %]Ejm, (3.18)

Porém, nesta tese as aproximagoes das matrizes de senbilidade sao calculadas de ma-
neiras distintas. Para a inversao magentotelirica faremos analogo o método adjunto
mostrado em Blanco (2018), ja para a inversdo gravimétrica é calculada analiticamente,
conforme proposto por Martins (2009). Maiores detalhes sdo mostrados nas sec¢oes 2.2 e
2.3, respectivamente.

Retomando a equacgao 3.17 Ap é definindo como o vetor de atualizacao dos parametros
do modelo, esse vetor de atualizagao deve apontar sempre para o gradiente negativo da
fungao objetiva, a fim de alcangar o minimo da fung¢ao (Doherty, 2005).

E para que isso ocorrar é necessario adotar a estratégia de Marquardt (1963), cujo
objetivo desta estratégia consiste em controlar a energia do incremento do parametro
de Marquardt , visando guiar a busca pelo minimo da funcao ¢(p) e para estabilizar a
solucao Marquadt sugere a adicao de um fator «, chamado de coeficiente de Marquardt,
aos elementos da diagonal da matriz, aproximada pelo método de Gauss-Newton.

Portanto, reescrevendo a equagao 3.17 para algoritmo de Marquadt o valor dos novos

parametros em cada iteracao serao atualizados pela seguinte expressao:
(2A"A + aIpH?) Ap =2A" (y° — f(p)) — nG?, (3.19)

onde I é uma matriz identidade. Este fator o pode ser modificado durante o processo
iterativo, influenciando tanto da direcao quanto no tamanho do passo,inicialmente ele
assume um valor alto logo o valor hessiano é quase desprezivel, entao a equagao 3.19
torna-se semelhante ao método de méaxima declividade (Method of Steepest Descent), em
contra partida, se fator o for muito pequeno o hessiano tem maior peso tendenciando a
equagao 3.19 para a equacao 3.16 pois o parametro inicial pode estar longe dominimo, e
tem seu valor diminuido iterativamente, estabilizando a inversao (Piedade, 2014).

Além disso, conforme proposto por Silva (2001) é necessario aplicar uma normalizagao

no Hessiano. Logo, a equagao 3.19, sera reescrita da seguinte maneira:
-1
Ap, = [W (ALA + pHR) W+ o] W [A] (¥° - f(p) — nHE)],  (3.20)

onde W ¢ uma matriz diagonal normalizante cujo i-ésimo elemento d;; ¢ dado por:

1
dy; = , (3.21)

\/AzTAi + nHy,

Durante o processo de inversao os valores do parametro de Marquadt o, equacao
(3.20) sao atualizados a cada iteragdo, ¢ necessario informar ao input do algoritmo um

valor inicial. Neste trabalho utilizamos o valor para o — 1072,
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O algoritmo de inversao é interrompido quando nao hé variacao significativa da funcao

objetivo, ou seja, ocorre quando em uma k-ésima iteracao a seguinte premissa é satisfeita:

o(py) — ¢(Pk—1)| <5

| d(Pr—1) 7

(3.22)

Onde 6 é um valor muito pequeno ou quando é atingindo um nimero maximo de

iteracoes.

3.2 MATRIZ DE SENSIBILIDADE PARA O METODO GRAVIMETRICO

Nesta se¢ao mostraremos o calculo das derivada das observagoes gravimétricas em re-
lacao aos parametros. Segundo Martins (2009) aproximagcao analitica da matriz jacobiana,
Ay € definido pela igualdade:

afi
Ay = {aij(k>} - a_pj p— (3.23)

Consideremos um conjunto de IN observagoes geofisicas g; = (v, vi,2), i =1,... N e M
parametros p;,j = 1,...,M. Portanto,a matriz jacobiana avaliada na k-ésima iteracao
A, de dimensoes NxM, ¢ a matriz de primeira derivadas do funcional nao linear
definido pela equacao 2.2 em relacao aos parametros e avaliada em pg. Portanto, na

k-ésima iteracdo, a matriz de sensibilidade é definida como:

0K Oh0h 0K
Op1  Ops 3pj Opm
of, Of  0f O
Op1  Ops apj Opar
Ao=lop o an o (320
o O 6pj Opar
Ofy  Ofy Ofn dfy
_(9]91 Opo apj apM_

Observamos que a i-ésima linha da matriz de sensibilidade A; carrega a variacdo de
magnitude (sensibilidade) da fungdo f; em relagdo as perturbagoes nos M valores dos
parametros e a j-ésima coluna da matriz de sensibilidade corresponde a influéncia da
perturbacao do j-ésimo parametro p; nas N funcoes geofisicas. Nesta tese, adotarmos a
matriz de sensibilidade com dimensoes MxM ( o nimero de abservacoes gravimétricas

igual ao niimero de parametros) e NxM ( o numero de abservagoes gravimétricas diferentes
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do nimero de parametros). O valor a;; é definido anilogo Martins (2009):

X;Y;
_ - yApZZu” {arctanz D ] : (3.25)

k=1 I=1 pYijzp
em que
Rij., = \/X§ Y2+ 22, (3.26)
iy = (=1)" (=1)7, (3.27)

3.3 MATRIZ DE SENSIBILIDADE PARA O METODO MAGNETOTELURICO

Nesta secao iremos calcular a derivada das observacoes MT em relagao aos parametros
diretamente do sistema linear associado ao algoritmo de elementos finitos e para o método
MT 3D. Entretanto, estamos utilizando os potenciais A e ¥ na formulacao do problema
direto e as observacoes MT sao em termos de resistividade e fase obtidos a partir do tensor
impedancia. Por isso, precisamos de uma expressao que nos dé a jacobiana em termos
daqueles potenciais e permita calcula-1a de forma eficiente e mais precisa possivel.

Para tanto, partimos da expressao da impedancia como uma variavel complexa:
= |Z]e”, (3.28)

Derivando em relagao ao parametro p;, obtemos

0Z 0Z| e'®
_ 02" gy 000 (3.29)
ap] dp; dp;’
Vamos agora escrever as derivadas ‘3‘% e a¢ lembrando que :
pa:[/)m pw], (3.30)
Pyz  Pyy
¢ = [ Pez Doy ] : (3.31)
qbyx gbyy
Fazendo !
Pa = —— |Z|2 )
WHo
temos que:
0pq 2 0|z
Pa _ 2 |z 212 (3.32)

Opj  wpo Opj ’

Z

iz podemos reescrever:

Usando a expressao e =
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0z _ 202 0

a—pj = |Z_| 90, +1 a_pj’ (3.33)
Ou
10z _ 1912| +¢%, (3.34)
Zdp; Z 0p;  Op;
A partir da equagao (3.32):
Ipe _ 000 012] (3.35)
9p ; 1Z| 9p;
Temos entdo as derivadas desejadas apartir da equacao (3.34)
gﬁj = 2p.Re {%g—pzj} , (3.36)
0 1 0Z
a—i:]m{za—pj}, (3.37)

Anélogo a Rijo et al. (1977), vamos utilizar a condutividade na modelagem direta e
o logaritmo natural da resistividade e da resistividade aparente na inversao a fim dar

estabilidade ao problema inverso, desse modo, reescrevemos as equacoes 3.36 e 3.37 como:

Olnp, 1 0Z
= —20;Res =— 3.38
8lnp] % e{Zaaj} ’ ( )
o¢ 1 0Z
=1 = — 3.39
alnpj m{Zaaj}’ ( )
Em termos da impedancia E = ZH e em notagao matricial, teremos:

= Y ] : (3.40)

Ey Zyx Zyy Hy

Derivando o campo elétrico em relacao a o; juntamente com o tensor impedancia,

teremos: 5E 97 IEL
—=—H+7Z— 3.41
aO'j aO'j + 8aj ’ ( )
Ou colocando em forma matricial:
OF; 0Zzz  O0Zzy OH,
aTj aTJf aTyju H, Zye Ly aaf
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O sistema (3.40) pode ser resolvido com duas polarizacoes dos campos E e H

(1,2) (1,2) (1,2)
80']» 80']- r aO'j Y 80‘j Y (%j 7
aEél,Q) azy 82 8H(172) aH(172)
_ T L T )y g T it A 3.44
80']' aO'j v + 80j Y + v aO'j v 8aj ’ ( )

onde o indice (1,2), refere-se as polarizacoes. Tomando a diferenca entre as polariza-

1 OFEzx.

¢oes para o termo Tz 00, -

1 9" 1 oY  HYY oz, | e oH"  Z,, 0H"  0Z,, H
g 9o,  [gY 805 g do;  g® do;  gY do; Doy g?
Zuw OHY  Z,, OH
HJ(CQ) 00'j HQE,Q) aO'j
L oB 1 0BY 0z, (H) w2\ (1 omD 1 oH?
Ha(?l) aO'j Hg(f) aO'j 80j o Hél) 8aj H£2) 80j

, 1 omyY 1 oy (3.45)
Yy Hél) aO'j HQ(P) 80']' ) .

Procedendo da mesma forma para a equagao (3.44)

1 oY 1 0B  0z,HY Z,0HY 2, 0HY 087, H®
- = + + + —

Y 0o gP do; Doy g gy doy gD doy - oy [
Zye OHY 7, OH

HlSZ) 8aj H§2) 8aj

1 2 1 2 1 2
LooE" 1 omp oz, (m w1 oond 1 on?
Hén Jo; Hf) do; do; stl) Hf) y Hél) do; Héz) do;

p 1 oy’ 1 oH” (3.46)
v HZSI) 60j Hf) aO'j 7

Para simplificar, definimos o termo K como K = HyH? — H H?} e assim podemos

fazer:
Y  HY HYHY -HYHP K 547
Hél) - Hf) o Hg(cl)Hg(CQ) o Hg(ﬁl)H;g)’ ( ’ )
(1) (2) (1) 77(2) (1) r7(2)
- = z 2 (3.48)

Hél) HzSQ) o Hél)H?SZ) T Hél)Héz)’
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Neste ponto isolamos a derivada 6;;? em (3.45)
J

@ op®) g gp® (1) 2
0z, HY OBy HYOEY Z, <H(2)8Hx Ot >_

8aj K 80']' B K 8aj K v (90]- v (9aj
L ay oHS" oHL
2 HP L — gV 3.49
Da mesma forma isolamos a derivada 8820 Lo em (3.46):

(2) (1) (1) (2) (1) (2)
azyx _ _Hy OFy n Hy’ OFy ++Zy$ H(Q)aHx _H(1)3Hw n
8(7]- K an K 8Uj K 80']‘ Y 80']'
Zoy OH OH
Zw gy gy 3.50
K ( y 80']' Y (9(7]' ’ ( )

Uma vez obtidas as expressoes para a derivada de Z,, e Z,,, procedemos da mesmo

modo para Z,, e Zy,, ao calcular a diferenca:

1 oE" 1 9E? 0z, (HY HP .
Hél) Jo; stz) do; o stl) Hf)
1 0HY 1 oHY 1 9HY 1 oHY

Z e - + 2y ;
<H;1> 0s; P 00, ) y <Hgl> o0, 1P 0o, )

(3.51)

1 oY 1 9EY 0z, (Hé” Hf)) .

HY 005 HP d0; 0o \HD  HP

1 oH" 1 9HY 1 oHY 1 9HY
Zyac 1) Ho., ) o - + Zyy D 9o ) o , (352)

Isolando a derivada %2 em (3.51) temos:

@) pp® g0 Hp® (1 @
02,  HY 0B  HPOEY 7, (H@)aﬂz _ 9 >+

80']' - K 80]- + K aO'j + K 4 80']' Y (9aj
Zay oH OH,"
Wl gAY gy 3.53
K ( Y (‘)aj Y c%j ’ ( )

E da mesma forma para a derivada aaz;y em (3.52):

J
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(1) (2)
_ _ g@0Hs L 0H: )
80j K 80'j K 80']' K r 80']' r aO'j

(1) (2)
g%<15{<2>‘3Hy —Hmam’>, (3.54)

0Z,, HPoEY HIOEP z@m<

K \"* 00, ~7F 0o

Agora vamos escrever as derivadas dos campos em termos dos potenciais vetorial
magnético A e escalar elétrico ¥ ja que utilizamos estes potenciais na formulacdo do

método de elementos finitos:

H=VxA, (3.55)

E = —iwpo (A + V), (3.56)

Portanto, as compotentes do campo sao dados por:

0ANY  9AYY

HL2)  —
z dy 0z
o HAL? B HAL?
y 0z or
o 614751,2) B HAL?
z Oz dy '
1,2
Eg(ng) = —iwpp (AQ(CI’Q) X 612( )) |
x
o2
1,2 . . 1,2
E; ) = —dwpg (Aé )+ oy ;
(1,2)
B — 4wm6@”+8% ), (3.57)
z

Derivando em relagao ao parametro o;, obtemos:
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oH 0 aA” aA” 0 (9AMP o [oA)?
do; o, B Jdo; 0z \ 0o; |’
OH (Y 0 8A (1,2) A(l 2) - HAL?) 9 542
do; o, B Jdo; oz \ 0Oo; |’
oM 9 8A(12 aA” 0 (oAYT o (oAl
do; 0o, oy B Jdo; dy \ 0do; |’
0B aA“ Y0 azp AN ALY | 0 901
do; 1Ho Jo; Jo; = ~Who 30] dx 0do; |’
@E;SI’Q) - 8A(1 2) ) 8@/J(1 ,2) - 3A(1 2) N 28¢(1,2)
doj 1Ho Jo; Jo; = ~Wlto Jo; dy 0o; |’
6E§1’2) o 614972) N B a¢(1,2 o 3Ail,2) N £a¢(1,2)
doj 1Ho 0o do; 0z - el 0o 0z 0o; |’

Vamos reescrever as equagoes (3.45), (3.46), (3.51) e (3.52) utilizando esses potencias

e também a constante K. As derivadas das impedancias podem finalmente ser escritas

como:
0Zny _ i ) oAV L0 B L AP L0 A
Jo; K ° Jo; Oz 0o, K F do; Oz 0o,
Zoe oy | 0 (A1) 0 (OATN | | Zew oy | 0 (AT 0 (07 ]
K % |0y \ Oo; 0z \ 0Oo; K % |0y \ Oo; 0z \ 0Oo;
Zoy oy | 0 (047 0 (04PN Zoy gy | 0 (042 0 (042 (3.58)
K % |0z \ Oo; Oz \ 0Oo; K % |0z \ 0o Oz \ 0Oo; Y
0Zyq _ iwuoH(z) aAg/l) + 281/1(1) _ WMOHQ) 814@(/2) + ﬁawm 4
Jo; K Y do; dy Oo; K Y do; 0y Oo;
Zyw gy | 0 (04D 0 (OAPN] Zyapy [ 0 (0427 0 (oAP)|
K Y |0y \ Oo; 0z \ 0o K Y |0y \ Oo; 0z \ Oo;
o [0 (040) 0 (0aN] [0 (002 0 f0a\]
Y |0z \ 0o oz \ 0o K Y |0z \ 0o dzx \ 0o Y
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80] K Y 0o Oz 0Oo; K do; Oz 0Oo;
(1) (2
ZmH( B 0A, B Z v 7O 2 0A% 0 aA
K Y (90] E)aj K Y |0y \ Oo; 0z 0o

9
0z
(1)
Zoy 110 oA"Y\ o
K do; |~ Ox

0Zse _ ipio o (aA ) aw“)) Iy <8A L0 a¢<2>> N

(1 (2) (2)
_Zay gy | 9 (04T 0 (OAT N g gy
K Y |0z \ 0o Oz \ 0Oo;
E finalmente
0Zy,  iwpo AN 0 oy iwiio AP 0 oy
- HC - H
Jo; K 7 ( Jo; * Jy 0o * K 7 Jo; oy dy 0o
(1) (1) (2)
Zye oy | 9 (047} 0 (04| Ly oy | 9 (047 O 047\ | _
K % |0y \ Oo; 0z \ 0o K % |0y \ 0o 0z \ 0o;
(1) (1) (2) (2)
g [0 (040N _ 0 (0ADN] 2y [0 (040 _ 0 (04PN] o o)
K 9z \ 0o, Oz \ 0Oo; K 0z \ 0o, Or \ Oo;

. . . . A 0Zsy 07 Y
Uma vez que saibamos avaliar as derivadas das impedancias %Z“, LY ST o ZEUY
o 0o 0o 0o ;

podemos substitui-las nas equacoes 3.38 e 3.39 e finalmente obter a jacobiana do problema.

O célculo das derivadas em relagao a o; dos potenciais que aparecem nas equagoes

3.58 a 3.61 é feito a partir da derivacao aplicada ao sistema global de elementos finitos
Su=h, (3.62)

gerado pela implementacao das equacoes 2.36.

Neste sistema, S é a matriz global; u representa o vetor solucao, cujas componentes
sao o potencial escalar ¢ e as trés componentes do potencial vetor A em todos os nos da
malha e f é o vetor fonte do problema.

Derivando a equacgao matricial 3.62 para os potenciais secundarios, temos

Ou . ,(0h OS
90, = 3 (aaj ao—j) (3.63)

A equacao 3.63 fornece as sensibilidades de todas as componentes dos potenciais se-
cundérios em todos os nés da malha. Na montagem do vetor do termo entre parénteses, as
derivadas da matriz global e do vetor fonte sao calculadas analiticamente e implementa-
das, incluindo a subtracao e o produto matricial, utilizando os mesmos passos envolvidos
na montagem das matrizes elementares.

Uma vez que as derivadas envolvidas no céalculo da sensibilidade em relacao ao para-
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metro o; sao nulas em todos os noés exceto naqueles que fazem parte da célula de inversao
j, o nimero de operacoes na montagem deste vetor ¢ pequeno e o tempo total para a
montagem é uma pequena fracao do tempo para a fatoracao da matriz S e o calculo das
solucoes dos sistemas.

Desta forma, para cada frequéncia o calculo das sensibilidades de uma componente dos
potenciais pode ser feito realizando-se apenas uma fatoracao da matriz de coeficientes S e
um ntmero de retrosubstituicoes igual ao nimero de parametros. A cada nova frequéncia,
uma nova matriz S é gerada e uma nova fatoragao e novas retrosubstitui¢oes sao necessa-
rias. Entretanto, nos problemas sub-determinados, nos quais o ntamero de parametros é
maior do que o nimero de observacoes, podemos aplicar um procedimento muito simples
que reduz a quantidade de retrosubstituicoes necessarias: no caso mais simples possivel,
se estivéssemos interessados apenas na sensibilidade de uma das componentes dos poten-
ciais em uma tunica posicao de medida, e se esta medida estivesse associada a um né da
malha, poderiamos selecionar a sensibilidade desejada .J;; simplesmente pré-multiplicando
a equacao 3.63 por uma matriz linha com N elementos, tendo o elemento de valor 1 na
posicao correspondente ao né do qual queremos extrair a derivada, e todos os restantes
nulos. Vamos representar esta linha como a transposta de uma matriz Q, que chamamos

matriz de selecao:

J

r ou T oh 0S
Jij = Q =Q'S < : ju) , (3.64)

Se ao invés de usar a expressao 3.64 calcularmos o valor da sensibilidade J;; a partir

da operacao de transposicao da equacao, aproveitando a simetria da matriz S, o nimero

requerido de solugoes do sistema de equacoes se reduz para um:
T T
oh 0S
] = <— - —_u) s'qQ, (3.65)

A solucdo do sistema S™'Q ¢ calculada e o produto pelo vetor entre parénteses envolve

ou
Ji {Q 0o ;

J

um nimero muito pequeno de operagoes, uma vez que poucos elementos deste vetor sao
nao nulos. Para N posicoes de medida, geramos um vetor coluna J; de 8N observagoes,
pois no MT temos amplitude e fase das 4 componentes da impedéanica, realizando N retro-
substituicoes, que formard uma a coluna da matriz de sensibilidades de u correspondente

ao parametro o; quando computados para todas as frequéncias.

3.4 A REGULARIZACAO.

Em geral, os problemas geofisicos inversos sao mal condicionado que pode esti asso-
ciados a dois fatores importantes: primeiro a presenca de ruido nos dados observados, e
principalmente, a préopria natureza do problema inverso. Pois, neste ultimo caso, mesmo

que conseguissemos obter dados isentos de ruido, todavia ainda teriamos diversas res-
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postas de parametros capazes de explicar os dados geofisicos observados (i.e, falta de
unicidade). Desse modo, quando nos deparamos com problemas inversos na geofisica é
indispensavel utilizacao de vinculos de regularizacao (Barbosa et al., 2007).

Os vinculo de regularizacao é procedimento matematico capaz de contornar os pro-
blemas de instabilidade e falta de unicidade em problemas inversos mal-postos. Esse
procedimento equivale a impor restricoes aos parametros a serem estimados.

Logo, em um problema inverso regularizado buscamos estimar o conjunto de parame-
tros que ajustam aos dados observados e ainda que satisfacam determinadas restrigoes.
Essas restricoes introduzem informacoes a prioi no problema inverso e podem ser de na-
tureza geologica ou matematica.

Neste trabalho utilizamos os vinculos de regularizacao de suavidade global e variagao

total, que serao descritos com mais detalhes nas secoes 3.5 e 3.6 a seguir.

3.5 A REGULARIZACAO COM VINCULO DE SUAVIDADE GLOBAL.

No problema inverso nao-linear é desejavel que as diferencas entre os valores dos para-
metros sejam minimas, ou melhor, uma solucao em que nao héi variacoes abruptas entre
os valores dos parametros. Logo, a representagao matemaética do funcional de suavidade

global pode ser escrita com:

L
%9 (p) = > (i — pi)il*, (3.66)

k=1
ondet #j,iej=1,2,3,---, M, sendo M o nimero de parametros e . € o niimero

de cada par de parametros vizinhos associados entre si . Reescrevendo a equacao 3.66 na

forma matricial temos:

¢°“(p) =Il Rp |*, (3.67)

onde || . ||2 representa a norma euclidiana I ,R ¢ uma matriz L x M representando o
operador diferencial discreto de primeira ordem ao longo das direcoes x, y e z.

O produto RP ¢é uma aproximacao de diferencias finitas da primeira derivada de p
ao longo das diregdes x, y e 7z, entdo minimizando o funcional ¢°“(p), ficam favorecidas
as solucoes relativamente suaves e implicitamente, é introduzida a informagao a priori
(Martins, 2009). Além disso, o produto RP resulta no vetor de diferengas entre dois
parametros adjacentes (p; — p;) que se quer relacionar.

O vetor gradiente G°% e a matriz hessiana H° da regularizacdo de suavidade global,

estao representados matematicamente da seguinte forma, respectivamente:

_ 09°“(p)

SG
G op

= 2R" Rp, (3.68)
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0*¢>“(p) _

HSG —
Op?

2R"R, (3.69)

3.6 A REGULARIZACAO COM VINCULO DE VARIACAO TOTAL.

Ao contrario do que vimos na secao anterior, hé situagoes em que é desejavel que hajam
algumas descontuidades entre parametros espacialmente vizinhos. Neste caso utilizaremos
a fungao regularizadora de variacdo total. Segundo Martins (2009) o vinculo de variagao

total pode ser definido como:
¢""(p) =| Rp |1, (3.70)

onde || . ||; é a norma [, ou norma 1, R e P foram definidos na se¢ao 3.5 da regula-
rizagao com vinculo de suavidade global. Utilizando a defini¢ao de norma (Lima et al.,

2009), o funcional da regulariza¢do de variagao total pode ser escrito:

¢ (p Z pi — pily, (3.71)

onde p; e p; sao o par de parametros adjacentes e L é o ntimero total dos parametros
associados nas diregoes x, y e z. Uma vez definido o funcional ¢V (p) , o proximo passo é
calcular o vetor gradiente e sua matriz hessiana. Observe que o funcional da equacao 3.71
apresenta singularidade quando p; = p; , ou seja, nao possui derivada. Para dar solucao

a esta impossibilidade, adotamos a aproximacao de Acar (1994) dado por:

[N

pi — pj| = [(pi — pj)* + B] 2,

onde [ uma escalar positivo pequeno, entretanto a escolha desta constante se faz

(3.72)

testando com valores pequenos, que junto com o parametro de regularizacao p até gerem
solucoes estaveis, sendo que estes dois valores sao fixos no processo iterativo. Desse modo,

rescrevemos o funcional da variacao total da equagao 3.71 como:

N

¢""(p)=>_ [ 2+ 8)7, (3.73)

k=1

Por fim, depois de feita esta aproximacao, o vetor gradiente GV7 e a matriz hessiana

H"" do funcional de variacio total, sdo dados de acordo com Martins (2009) :
G'" = R'q, (3.74)
onde g é um vetor L-dimensional, cujo k-ésimo elemento pode-se escrever:

g = ——— (3.75)
[(pi — pj) +5];§
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o hessiano é dado por:

H'" = RTQR, (3.76)
onde @ é uma matriz diagonal, cujos elementos diagonais sao dados por:

B
[(pi — pj)2 + 5}2

Qu‘ - ) (3-77)

onde I a matriz identidade. Para mais detalhes sobre este procedimento aplicado neste
trabalho ver Martins (2009).

Em seguida serd mostrada a formula matemaética para determinar o ajuste dos dados,
o erro associado ao ajuste dos dados (data misfit) pode ser calculado pela diferenca entre
os valores dos dados observados y? e os calculados f,), este é obtido pelo residuo médio

quadratico (root mean square) através da seguinte expressao:

N
RMS = Z (yo —f(p (3.78)

Desse modo para encontrar um bom ajuste o valor do RMS deve diminuir em cada
iteracao no processo da inversao, ou seja, quando o funcional do ajuste avaliado atingir
valores bem proximos de zero é comprovada a efetividade e eficiéncia da inversao. Este erro
associado ao ajuste dos dados foi aplicado aos problemas inverso nao-linear do método
gravimétrico e magnetoteltrico, tanto para o vinculo de suavidade global como para a

variagao total.

3.7 A REGULARIZACAO COM VINCULO CAIXA.

Além dos vinculos de regularizacdo apresentadas nas secoes anteriores, com objetivo
que obter resultados fisicamente mais satisfatorios, neste trabalho aplicamos uma transfor-
macao nos parametros, denominada de vinculo caixa ou positividade conforme proposto

por Barbosa et al. (1999). Portanto, antes da inversao, cada parametro p; foi transfor-

P — P;
= —n | =2 3.79
= —in (5 (3.79)

mado para pj através de:

A transformacao permite vincular a informacao a priori de limites inferior e superior
para os parametros. Na transformacgao usada nesta tese, foi tomado um valor minimo de

1 km e méximo 10 km, para todos os parametros.



4 RESULTADOS

4.1 RESULTADOS METODO GRAVIMETRICO.

Nesta segao avaliamos o desempenho do método proposto por Martins (2009), para
recuperar os relevos do embasamento através das técnicas de inversao nao linear, conforme
proposto com os vinculos de suavidade global e variacao total. Os vinculos foram apli-
candos a dois modelos gravimétricos sintéticos e um real, produzidos por trés ambientes
de bacias sedimentares simuladas que apresentam contraste de densidade constante.

As anomalias gravimétricas sintéticas y° sdo calculadas através da equacao 2.2 e para
testar a estabilidade das solucoes adicionamos aos conjuntos de dados sintéticos ruido

pseudo-aleatorio Gaussiano com média nula e desvio padrao de 0.02 mGal.

4.1.1 Aplicacao em Dados Sintéticos
4.1.2 Modelo I - Arcabouco Estrutural com altos estruturais

O primeiro modelo genérico, figura 4.1, representa uma anomalia gravimétrica produ-
zida por uma bacia sedimentar 3D, ao longo do arcabouco estrutural desta bacia estao
distribuidos quatros blocos retangulares que simulam respostas de grabens assimétricos
que no decorrer da evolucao tectoncia podem ter sidos separados por falhas normais e

reversas conforme informado na literatura de referéncia Gaino (2012).

—
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=] 3000
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Figura 4.1: Modelo sintético do Arcabouco Estrutural conforme proposto por Gaino
(2012)

O modelo interpretativo mostrado na figura 4.2c foi constituido de 21 observacoes na

dire¢ao x (N-S) e 21 observacoes na dire¢ao y (E-W) totalizando 441 pontos regularmente

30
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espacados a cada 7,5 km, além disso, presumimos constante o contraste de densidade
entre o pacote sedimentar e o embasamento, sendo igual a —0,30 g/cm? e a profundidade

méaxima do embasamento 3 km.

Anomalia Observada (Azul)
Anomalia Calculada (Vermelho) 2

T

LOG (RMS )

Teste de convergéncia

. I I I .
(] 50 100 150 200 250 300
nlimero de iteragoes

Relevo Verdadeiro Relevo Estimado

2000
1800
1600
1400
1200 . |
1000 i p ;g:i%
2 L e
<y
800 Ly Ili N
0 600 b
400
7 10
200
14
X 20y [km] 0 20y [km]

[km] X [km]

= N
o 5]
S S
5] 1S)

0
0

Profundidade Z [km]
Profundidade Z [km]

Figura 4.2: Resultados da inversdo utilizando o vinculo de suavidade global. a) curvas de
contorno anomalia observada (curva em azul) e anomalia calculada (curva em vermelho),
(b) modelo sintético do relevo verdadeiro, (c) relevo estimado, (d) grafico RMS contra
numero de iteragoes.

Na figura 4.2d, mostramos os resultados do relevo do embasamento estimado produ-
zido pela inversao nao linear usando o vinculo de suavidade global para o parametro de
regularizacao igual a pg; = 107% e o valor da constante av = 1077,

Na figura 4.2a temos as curvas de contormo referente as anomalias calculada (curva
continua em azul) e ajustada (curva continua em vermelho), podemos observar que ha
discrepancia entre os sinais gravmétricos, pois as curvasnao estao sobrepostas.

A figura 4.2b representa o mapa de anomalia do relevo estimado e comparando com a
figura 4.2c do modelo sintético prosposto verificamos que as imagens apresentam grande
semelhanga com os retangulos que simulam os altos estruturais do arcabougo. Podemos
observar que apesar do algortimo apresentar uma boa convergéncia (figura 4.2c¢),conforme
ratificado pelo RMS no gréfico (figura 4.2e), mostrando boa convergéncia da solu¢ao ao
longo de cada iteragao, o vinculo de suavidade global nao consegue recuperar de forma
efieciente o embasamento fortemente controlado por uma sucessao de falhas, conforme

mostrado na figura 4.2d.
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Figura 4.3: Resultados da inversao utilizando o vinculo de suavidade global. a) curvas de
contorno anomalia observada (curva em azul) e anomalia calculada (curva em vermelho),
(b) modelo sintético do relevo verdadeiro, (c) relevo estimado, (d) grafico RMS contra
numero de iteragoes.

A figura 4.3 mostramos os resultados do relevo do embasamento estimado produzido
pela inversao nao linear usando o vinculo de variagao total para o parametro de regula-
rizagao igual a pgy = 1072 e o valor da constante o = 107°. Na figura 4.3a temos as
curvas de contorno referentes as anomalias calculada (curva continua em azul) e ajustada
(curva continua em vermelho), podemos observar que as fontes anoémalas sdo coinciden-
tes nao havendo discrepancia entre os ajustes dos dados observado e calculado, conforme
ratificado pelo RMS no grafico figura 4.3b mostrando a convergéncia da solugao ao longo
de cada iteracao.

Nos resultados apresentados nas figuras 4.3¢ (modelo do relevo verdadeiro) e 4.3d
(revelo estimado) podemos verificar que as imagens apresentam grande semelhanca, pois
o mapa de anomalia do relevo estimado mostra delineando retangulos que representam
os altos estruturais do arcabouco simulado. Além disso, é notério na figura 4.3d que a

inversao gravimétrica recupera efetivamente o relevo do embasamento.

4.1.3 Modelo IT - Arcaboucgo Estrutural com alterninciade baixos e altos

estruturais

Ja o segundo ambiente simulado (figura 4.4a) é analogo ao modelo proposto por Ra-
mos et al. (2013). Para tanto, com objetivo de aproxima-lo da realidade geologica este
foi reproduzido com o relevo de embasamento fortemente controlado por uma sucessao
de falhas que podem ser compativeis com os de bacias intracratonicas, estas bacias du-

rante sua evolugao tectonica podem ser oriundas de uma combinacao de superposicao de
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riftes e sucessao de diversos processos tectonicos compressionais podendo levar a compar-
timentacao do relevo do embasamento em um mosaico com baixos e altos estruturais, que
podem ter sido formados sob regimes tectdnicos também distintos conforme representado

na figura 4.4b.

a)

Coordenada horizontal X (km)

Figura 4.4: Bacia Simulada proposta por Ramos et al. (2013).

O modelo interpretativo apresentado na figura 4.5b é constituido por malha regular
de 26 x 78 prismas nas dire¢des (N — 5) e y(E — W), respectivamente, totalizando 2028
pontos espacados de 1 km em ambas as diregoes.

Presumimos constante o contraste de densidade Ap entre o pacote sedimentar e o
embasamento e igual a —0,4 g/cm?.

Na figura 4.5, mostramos o resultado do relevo do embasamento estimado produzido
pela inversao nao linear usando o vinculo de variacao total para o parametro de regulari-
zagao igual a pg; = 1072 e o valor da constante @ = 107°, podemos notar que o resultado
apresentou excelente delineamento do relevo do embasamento com complexo arcabouco
estrutural, ratificado pelo ajuste dos dados apresentado pelo RMS do grafico na figura
4.5d.

Comparando a figura 4.5¢ com a figura 4.4b podemos inferir que o resultado foi com-
pativel com a literatura de referéncia, uma vez que confirma a existéncia de duas regioes
distintas a leste da bacia simulada compativeis com baixo gravimétricos, enfatizado por
um tnico alto gravimétrico isolado, similar a configuracao do modelo da bacia sedimentar

proposta por Ramos et al. (2013).
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Figura 4.5: Resultados da inversao utilizando o vinculo de variacdo total. (a) curvas de
contorno anomalia observada (curva em azul) e anomalia calculada (curva em vermelho),
(b) modelo sintético do relevo verdadeiro, (c) relevo estimado, (d) grafico RMS contra
numero de iteragoes.

A figura 4.6¢ mostra os resultado do delineamento do relevo do embasamento obtido
através da inversao nao linear usando o vinculo de suavidade global, com o parametro de
regularizagao igual a pgr = 107° e o valor da constante o = 107°.

Note nos resultados apresentados nas figuras 4.6b (Relevo do embasamento verda-
deiro) e 4.6d (Relevo do embasamento estimado), nas por¢oes em que ha a presenca de
descontinuidades abruptas locais, o vinculo de suavidade global nao conseguiu recuperar
de forma satisfatoria o relevo do embasamento. Podendo ser ratificado através de um
pequeno desajuste entre os dados observados ( curva azul continua) e calculados (curva
vermelha continua), conforme mostrado na figura 4.6a.

Além disso, o valor no RMS (figura 4.6d) o ajuste nao diminuiu consideravelmente

com o aumento do ntimero de iteragoes.
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Figura 4.6: Resultados da inversao utilizando o vinculo de suavidade global. a) curvas de
contorno anomalia observada (curva em azul) e anomalia calculada (curva em vermelho),
(b) modelo sintético do relevo verdadeiro, (c) relevo estimado, (d) grafico RMS contra
numero de iteragoes.

4.2 APLICACAO EM DADOS REAIS
4.2.1 Anomalia Bouguer Steptoe Valley

Por fim, o terceiro é representado pela anomalia Bouguer referente a porcao norte do
Steptoe Valley, figura 4.7. Durante o processo de formacao esta bacia foi caracterizada por
processos tectonicos nos quais grandes forcas distensoras acabaram por causar uma série
de abatimentos e soerguimentos levando a criacao de varias cadeias lineares de montanhas

e vales alongados intercalados (Lima et al., 2009).

114°45''W

Figura 4.7: Steptoe Valley- Mapa gravimétrico Bouger. Fonte: Lima, 2009
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Na figura 4.8a mostramos o mapa de anomalia Bouger referente a porcao norte do
Steptoe Valley. Os altos gradientes gravimétricos (porc¢ao central em azul) poderiam ser
explicados pela presenca de falhas de alto angulo com grandes deslocamentos verticais,
indicando que o vale seria de fato um graben.

Para interpretacao desta anomalia com base na descrigao geologica de Carlson (1963),
o contraste de densidade entre o sedimento e o embasamento ¢é igual a —0,3 g/cm?.

O modelo interpretativo foi constituido por 21 prismas na direcao N-S e 13 prismas

na direcao E-W totalizando 273 pontos regularmente espacados de 2,5 km.

mGal

Steptoe Valley-Mapa gravimétrico Bouger Steptoe Valley-Mapa de Anomalia Calculada
T (b)
114945’ W 11445 W
(@) i
-5 5
-10 10
-15
-15
3915 N
-20
-20
3915’ N 25
-25
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i 75 0 ; 75
. ——

Figura 4.8: (a) Mapa de anomalia Bouger e (b) Mapa de anomalia Calculada .

As figuras 4.8(a) e 4.8(b) sdo os mapas de anomalia Bouguer e calculada, respectiva-
mente, referente a area do Steptoe Valley. Observando estes mapas nota-se uma anomalia
negativa de forma alongada e altos do gradiente gravimétricos com intensidade na ordem

de 25 mGal, logo as fontes andmalas coincidem de maneira satisfatoria.
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Figura 4.9: Relevo do Embasamento Estimado obtido pelo vinculo de Variacao Total.
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Figura 4.10: Relevo do Embasamento Estimado obtido pelo vinculo de Suavidade Global.

Nas figuras 4.9 e 4.10 apresentamos os relevos do embasamento referente referente a
regiao selecionada no mapa da figura 4.7, estimados por inversao gravimétrica nao-linear,
para os vinculos de suavidade global e variacao total, respectivamente.

Segundo Lima et al. (2009) as profundidades méximas bem como a largura da parte
central, estao compreendidas entre 5km e 9 km. Logo o resultado obtido pelo vinculo
de variacao total, figura 4.9, podemos notar que os valores das profundides do relevo do
embasamento estao muito proximos das informacgoes geologicas disponiveis na literatura
de referéncia. Portanto, a inversao conseguiu recuperar com eficiéncia o revelo do emba-
samento nas profundidades maiores onde estao localizadas as falhas de alto angulo com
grandes deslocamentos verticais.

Ja no resultado obtido pelo vinculo de suavidade global, mostrado na figura 4.10,
podemos notar que a medotologia aplicada conseguiu recuperar de maneira eficiente res-
tritamente nas regioes onde o relevo do embasamento possui comportamento predominan-
temente mais suaves, subestimando a solugao nas por¢oes onde o relevo do embasamento

possui comportamento profundo e abrupto.

4.3 RESULTADO METODO MAGNETOTELURICO.
4.3.1 Aplicacao em Dados Sintéticos

Nesta secao avaliamos o desempenho do método proposto aplicado a trés modelos
sintéticos ja apresentados na secao de resultados de dados gravimétricos. As respostas da
inversao magnetoteldricas para o vinculo de Variagao Total serao apresentados na forma
de pseudo-secoes de resistividades aparente e fase.

Para testar a estabilidade das solucoes adicionamos nas observagoes magnetoteliricas
sintéticas o ruido pseudo-aleatorio gaussiano com média nula e desvio padrao de 2%

e os valores de resistividade tanto do arcabouco quanto das bacias sedimentares foram
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escolhidos com base na literatura Telford et al. (1990).

4.3.2 Modelo I- Arcabougo Estrutural com altos estruturais

Essa bacia sedimentar 3D simulada possui quatro heterogeneidades que saem do em-
basamento (regiao em vermelho) e afloram em dire¢do ao pacote sedimentar (regido em
azul), tendo como objetivo simular altos estruturais compativeis com feigoes de bacias
intracratonicas.

Para melhor avaliar os resultados da sondagem magnetotelirica vamos discriminar os
quatro blocos retangulares do arcabouco estrutural pelas letras A, B, C e D (figura 4.11),
cujos topos estao localizados nas seguintes profundidades de 2,5 km, 2 km, 1,5 km e 1
km, respectivamente, e a profundidade do embasamento igual a 3 km.

Para simulacao deste modelo atribuimos ao pacote sedimentar o valor de resistividade
igual a 50 Qm (regido em azul) e para o embasamento o valor de 1600 Qm (regido em

vermelho), conforme mostrados na figura 4.11.

Figura 4.11: Malha nao estruturada de elementos finitos 3D . Fonte: Da autora

Para obter as observagoes magnetoteliricas simulamos dois perfis A e B. O perfil A
intercepta os blocos retangulares A e B, na coordenada y = 4 km. J4 o perfil B intercepta
os blocos retangulares C e D na coordenada y = 11 km. Os receptores estao distribuidos
longo destes perfis com 19 pontos de medidas em ambos, igualmente espacados a cada 1

km, conforme ilustado na malha de elementos finitos na figura 4.12.
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Figura 4.12: Medidas magnetoteldricas distribuidas ao longos dos Perfis A e B seccionando
as quatro heterogeneidades, representadas na Malha de Elementos finitos 3D. Fonte: Da
autora.

Na figura 4.13 mostramos as pseudo-secoes de resistividades aparente das anomalias
observadas e calculadas para as componentes p,, e p,, nos perfis A e B. Nelas podemos
observar nas frequéncias de investigacao mais baixa, entre 0.01 e 10 Hz, a presenca de
duas regioes distintas. A primeira de maior intensidade nos extremos dos perfis, sofrem
maior influencia da encaixante e notadamente na componente p,,, por apresentar a des-
continuidade do campo E, na direcao normal a interface de delimitacao entre o pacote
sedimentar (menos resistivo) e o embasamento (mais resistvo).

Na porcao interna, a resistividade aparente diminui e entre as estagoes de medidas de
x igual a 3 e 6 km, apresenta ligeiro aumento da resistividade no primeiro perfil, devido
a influéncia da estrutura A, cujo o topo estad localizado em profundidade de 2,5 km.

Contudo, no perfil B a resposta da bacia tende a ser mais homogénea.
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Figura 4.13: Pseudo-secoes de resistividade aparente das anomalias observadas e calcula-
das para as componentes p,, € p,, em relacao aos perfis A e B. Fonte: Da autora.

Ja nas respostas das fases (figura 4.14), as componentes ¢,, e ¢,, para os perfis
A e B também sao apresentadas em forma de pseudo-secoes. Notamos em todas as
respostas que as fases refletem as variagoes de resistividade do meio. A existéncia de
um contraste de resistividade (aumento ou diminuicao da resistividade espacialmente), se
revela na fase valores a mais ou a menos que 45°, podendo sugerir informagoes a respeito
do embasamento.

Além disso, todos os resultados mostram uma caracteristica comum: podemos obser-
var uma interface lateral, caracterizada por uma faixa de transicao com distribuicao de
resistividades aparente distintas, essa sugere a separagao de dois meios bastante distin-
tos que possivelmente estd associado a interface pacote sedimentar (menos resistivo) e
embasamento (mais resistivo).

As zonas centrais homogéneas nas frequéncias acima de 10 Hz e abaixo de 0.1 Hz
indicam que esta faixa é a zona de transicao entre o fundo da bacia sedimentar e o
embasamento. Também é possivel ver no perfil A a influéncia da maior intrusdo, nas

posicoes em x entre 3 e 6 km.
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Figura 4.14: Pseudo-secoes da fase das anomalias observadas e calculadas para as com-
ponentes ¢, e ¢,, em relacao aos perfis A e B. Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Conforme ja foi explicado no capitulo 3 o problema inverso consiste em estimar um
vetor de parametros p que produza um vetor de dados preditos f(p) o mais préximo

° (equagdo 3.1). Normalmente essa diferenca é

possivel do vetor de dados observados y
quantificada utilizando-se a norma euclidiana dada na equacao 3.2. O erro associado
ao ajuste dos dados magnetotelturicos pode ser calculado e expresso pelo residuo meédio

quadratico obtido através da equacao:

N

RMS = |+ > (- (o)’ (1.1)
Desse modo para encontrar um bom ajuste o valor do RMS deve diminuir em cada

iteracao no processo da inversao, ou seja, quando o funcional do ajuste avaliado atingir

valores bem préximos de zero é comprovada a efetividade e eficiéncia da inversao.

Na processo de inversao aplicado ao modelo proposto por Gaino (2012) o pacote se-
dimentar modelado depositado sobre um relevo do embasamento com descontuinuidades
abruptas(figura 4.11) equivale apenas a um parametro. Apesar de ndo ser necessario usa-
mos o vinculo de variacao total, com parametro de regularizacao igual a j,; = 1072 e
valor da constante de Marquadt o = 1072,

Na figura 4.15, no gréafico do lado esquerdo se mostra o ajuste dos dados representado
pelo RMS através das iteracoes e no grafico do lado direito, o teste de convergéncia
relativa.. O valor inicial de resistividade foi igual 1 {2m e no modelo calculado obtemos o

valor final de 9,99 Om. O modelo convergiu com 3 iteragoes.
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Figura 4.15: Gréfico de convergéncia do RMS contra o ntimero de iteragoes. Fonte: Da
autora.

4.3.3 Modelo IT - Arcabougo Estrutural com mosaico de baixos e altos es-

truturais

O modelo II simulado para o método magnetoteltarico é similar ao de Ramos et al.
(2013), ja apresentado na subsecdo 4.1.3. Ele tem o mesmo objetivo de simular uma
bacia sedimentar, seu comportamento tectonico é compativel com bacias intracratonicas
podendo apresentar um embasamento complexo e fortemente controlado por uma sucessao
de falhas que podem esta relacionadas a esforcos tectonicos extensionais distintos.

A modelagem magnetotelirica dessa bacia sedimentar ¢ iniciada por uma malha de
elementos finitos tetraedrais, conforme apresentada na figura 4.16. Os valores de resisti-
vidades atribuidos ao pacote sedimentar e embasamento sao de 250 Qm (regiao em azul)

e 6000 Qm (regiao em vermelho), respectivamente.
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Figura 4.16: Perfil da Bacia Fonte: Da autora.

Para obtencao das observactes magnetoteldricas tracamos dois perfis A e B paralelos
entre si. O perfil A intercepta a bacia nas coordenadas x = 10 km e com intervalo em y
de -2 a 80 km. Ja o perfil B para o mesmo valor de y intercepta a bacia em x = 20 km,
mostrado na figura 4.17. Podemos ver em ambos os perfis foram tomadas 16 posicoes

de medidas magnetoteltricas espacadas igualmente entre si a cada 5 km. A faixa de

frequéncia utilizada foi de 0,01 a 100 Hz.

Figura 4.17: Perfil da Bacia Fonte: Da autora.
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A figura 4.18 contém as respostas em forma de pseudo-segoes das resistividades apa-
rente para as componentes p,, e p,, dos dados magnetotelirico observados e calculados
em relacao aos perfis A e B.

Os graficos sugerem que ha uma maior influéncia da bacia (regides em azul), com
excecao aos extremos. Ja na porcao central, temos a influéncia do relevo do embasamento
(mais aflorante) localizadas em torno de y = 45 km no perfil A e em y = 35 km no perfil
B.

Nos extremos dos perfis, onde o aumento de resistividade se deve ao embasamento,
a resposta da componente p,, do perfil A e perfil B, sugerem a influéncia dos pontos de

medidas localizados externamente & bacia ( em -5 e 0 km).

Pry ™ Observado A Py ™ Observado A Pry ™ Observado B Py ™ Observado B

Log 1y () [Hz]
Log 1y () [Hz]
Log 1y () [Hz]

40 40 20 40
Y [km] Y [km] Y [km]
Pyy " Calculado A

- Calcul B - Calcul B
Pyy Calculado Pyx Calculado

V‘
L !
60 80 0 20 40 60 80 i 0 20

40 40
Y tkm] Y tkm] Y tkm]

20

Figura 4.18: Pseudo-segoes de resistividades aparente das anomalias observadas e calcu-
ladas para as componentes p,, € p,, em relacao aos perfis A e B. Fonte: Da autora.

A figura 4.19 mostra as respostas em forma de pseudo-secoes da fase para as compo-
nentes p, € py, dos dados magnetoteldrico observados e calculados em relacao aos perfis
AeB.

Podemos observar que onde o valor da fase estd em torno 45°, a regiao tende a ser
homogénena, como ocorre na parte mais superficial (frequéncia alta). Além disso, onde ha
uma variacao de propriedade, o valor da fase também varia, sugerindo informacoes sobre
a interface do embasamento: mais aflorante ou mais profundo. Para frequéncias baixas,
menores que 0,1 Hz, a influéncia do embasamento é maior, como vemos pelos valores de

fase.



45

¢xy - Observado A ¢yx - Observado A

L?Q 10N Hz]
L?Q 10N Hz]
L?Q 10N Hz]
Log ,,(f) [Hz]

3 20 40 60 80 “ o 20 60 80 “o 20

40 60 80
Y fkm] Y fkm]

40
Y fkm]

¢y‘ - Calculado A ¢xy - Calculado B

Log ,,(f) [Hz]
Log 1, (f) [Hz]
Log ,,(f) [Hz]

20
Y fkm] Y fkm] Y fkm]

Figura 4.19: Pseudo-secoes da fase das anomalias observadas e calculadas para as com-
ponentes ¢, e ¢,, em relacao aos perfis A e B. Fonte: Da autora.

Na Figura 4.20 temos a evolucao do ajuste com as iteracoes durante o procedimento
de inversao, do lado esquerdo temos o ajuste dos dados representado pelo RMS através
das iteracoes e no grafico do lado direito, o teste de convergéncia relativa.

Neste processo, atribuimos ao modelo verdadeiro o valor inicial de resistividade igual
250 Om e o valor de resistividade calculada pela inversao foi de 249,54 Qdm. Na referida
figura, o funcional do ajuste avaliado atinge uma margem de erro minima e a convergéncia

relativa é garantida a cada iteracao. O modelo convergiu com 2 iteracoes.

10’ 10°

Convergéncia relativa

iteragao n

Figura 4.20: Grafico de convergéncia do RMS contra o nimero de iteracoes. Fonte: Da
autora.
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4.3.4 Modelo III - Steptoe Valley Sintético

O modelo IIT simulado para o método magnetoteldrico é o Steptoe Valley, ja mostrado
da secao 4.2.1. A modelagem magnetotelirica dessa bacia sedimentar representada pela
malha de elementos finitos tetraedrais é mostrada na figura 4.21. Os valores de resisti-
vidades atribuidos ao pacote sedimentar e embasamento foram respctivamente de 10 Qm

(regiao em azul) e 3.000 Qm (regido em vermelho).
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Figura 4.21: Modelo Sintético Steptoe Valley representado pela malha de elementos finitos
tetraedrais. Fonte: Da autora.

Para obtencao das observacoes magnetoteliricas foram tomadas com 14 receptores ao
longo do eixo x que vai de -2 km a 56.5 km, espacados igualmente entre si a cada 4,5 km,

mostrado na figura 4.22. Novamente, a faixa de frequéncia utilizada foi de 0,01 a 100 H z.

Figura 4.22: Ilustracao do Perfil A executado ao longo do eixo z. Fonte: Da autora.
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Na figura 4.23 apresentamos as respostas em forma de pseudo-secoes das resistividades
aparente para as componentes p,, € p,, dos dados magnetotelirico observados e calculados
em relacao ao perfil de medida.

Podemos observar que para frequéncias, acima de 10 Hz temos uma maior influénciaa
da bacia da sedimentar e & medida que a frequéncia diminui, aumenta a influéncia do

relevo do embasamento na componente pg,,.

Py " Observado A Pyx - Observado A

45 2 45
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Figura 4.23: Pseudo-sec¢oes de resistividade aparente das anomalias observadas e calcula-
das para as componentes p,, € p,, em relacao aos perfil A. Fonte: Da autora.

A figura 4.24 apresentamos as respostas em forma de pseudo-secoes de fase para as
componentes ¢, ¢ ¢,, dos dados magnetoteltrico observados e calculados em relagao ao
perfil A.

Podemos notar que as respostas das fases para todas as componentes trazem infor-
macoes mais expressivas no que diz respeito as variagoes dos contrastes de propriedade
fisica, onde o valor da fase equivalente a 45°, esta associada ao meio homogéneo. Nas

imagens, é nitida a separacao entre duas regides bem definidas em torno de 10°° Hz

(aproximadamente 3 Hz).
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Figura 4.24: Pseudo-secoes da fase das anomalias observadas e calculadas para as com-
ponentes ¢, e ¢,, em relacao aos perfis A. Fonte: Da autora.

A Figura 4.25 mostra a evolugdo do ajuste com as iteracoes durante o procedimento
de inversao,lado esquerdo mostramos o ajuste dos dados representado pelo RMS através
das iteracgoes e no gréafico do lado direito, o teste de convergéncia relativa.

Durante a inversao, aplicamos o vinculo de variacao total atribuindo ao modelo ver-
dadeiro o valor inicial de resistividade igual 10 Qm e o valor de resistividade calculada foi

9,99 Qm, resultado alcancado com 2 iteragoes.

Convergéncia relativa

108 L L L 101 L I I I
1 15 2 25 3 1 12 14 16 18 2

iteragao n

Figura 4.25: Gréfico de convergéncia do RMS contra o ntimero de iteragoes. Fonte: Da
autora



5 CONCLUSOES

Este trabalho teve como objetivo estimar a resistividade de bacias sedimentares a
partir de inverao MT 3D tendo como informacao a priori o relevo do embasamento obtido
a partir de dados de gravimetria invertidos. Para obtermos um rapido desempenho da
inversao, propomos uma maneira rapida de obtencao da jacobiana associada a inversao
MT usando a matriz fatorada de elementos finitos. Em seguida mostramos a sequéncia
dos procedimentos para realizar a interpretacao integrada de dados gravimétricos e MT.

Nesse contexto, analisando os resultados obtidos a partir das inversoes individuais
de gravimetria e magnetotelirica, podemos inferir que ambas foram capazes de oferecer
respostas compativeis com a interface de delimitacao entre pacote sedimentar e embasa-
mento.

Testes com dados gravimétricos sintéticos e reais mostrou que os resultados obtidos
pelo vinculo de variagao total foi eficiente na estimativa do relevo de bacias sedimentares
simuladas, porém até que fossem calculadas o vetor de correcoes e obedecido o critério de
convergéncia o algortimo exigiu uma quantidade excessiva de iteracoes.

Além disso, o relevo do embasamento nao foi recuperado efetivamente via inversao
gravimétrica para o vinculo de suavidade global, principalmente para delinear o relevo do
embasamento de bacias sedimentares com o relevo do embasamento com descontinuidades
abruptas locais ou modelos com interface mais complexa.

Os resultados da inversao magnetotelirica obtidos através do vinculo de variagao total
respondeu muito bem as expectativas em todas as simulagoes, mesmo naqueles ambientes
com complexo arcabougo estrutual o algoritmo nescessitou de uma quantidade minima de
iteracoes sem apresentar discrepancia entre os ajustes dos dados.

Por fim, embora o método magnetotelirico apresente baixa resolucao, por meio dele
foi possivel dectectar caracteristicas de resistividades em subsuperficie compativeis com a
delimtacao do relevo do embasamento, comprovando a viabilidade do método MT como
uma ferramenta auxilar capaz de fornecer informacoes geofisicas importantes, de forma
eficiente e economico computacionalmente a respeito de estruturas promissisoras ao aci-
mulo 6leo e gas.

Como sugestoes para trabalhos futuros, o emprego de inversao conjunta podera ser a
chave para encontrar resultados mais abrangentes, que sejam utilizdveis em outros am-
bientes geologicos, que tenham meios estratificados e com maior ntimero de estruturas
em subsuperficie. Outro caminho interessante de explorar serd tentar encontrar outras
formas de interligar os parametros dos modelos gravimétricos com os dos modelos de
resistividade. Fica, assim, ainda muito espaco a explorar, sendo que este trabalho ape-
nas representa uma muito pequena parte das possibilidades que existem para resolver o

problema da inversao entre método gravimetrico e magnetotelirico.
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A- O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Segundo Jin (2002) um problema de valor de fronteira pode ser definido pela equagao
diferencial aplicada em um dominio 2. Partindo desse pressuposto, formularemos agora

o MEF para o caso do método magnetotelarico 3D anélogo ao Silva (2018):
Lu=f (A-1)

junto com a condicao de contorno definida em sua borda I', onde, £ ¢ um operador
diferencial, f representa a funcao fonte e u é a solugao do problema de valor de fronteira.

Sabemos que encontrar a solu¢ao u do problema nem sempre é trivial. Desse modo,
é necessario a aplicacao de técnicas numéricas tal como o método do elementos finitos.
Portanto, como ponto de partida, comegamos com a construcao da solugao aproximada

para a equacao A—1 representada por
=Y Nji;, (A-2)
J

onde @ é a solucao aproximada, N;, ver B-Apéndice, é a funcao base para o elemento
nodal, %; é a solugao em cada n6 do elemento e n representa o nimero de nés da malha
de elementos finitos.

Com a aplicacdo da solu¢do aproximada em A-1 obtemos uma funcao residual [rs]

nao nula, expressa por
[rs] = La— f #0. (A-3)

A melhor aproximagao de @ é a que apresenta menor residuo [rs] em todos os pontos
do dominio. Sendo assim, o método do residuo ponderado faz com que seja cumprido a

condicao

R; = /wj[rs]de, (A—4)

onde, R; é a integral do residuo ponderado e ,w; é a fungao peso. O método ou critério
de Galerkin que consiste em empregar funcoes de base que sejam ortogonais ao residuo
R; = 0 e as funcoes peso como sendo a fungao base w; = Nj;.

Na sequéncia, temos que o dominio €2 foi discretizado em um ntmero m de elementos ou
subdominios, onde estes possuem forma de um tetraedro e, portanto, sao constituidos de
4 vértices ou nos, onde cada n6 da malha esta associado a um ntimero inteiro responséavel

por identificd-lo na matriz global.
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Os potenciais vetor magnético e escalar elétrico representam as varidveis a serem de-
terminadas em cada n6 da malha de elementos finitos, onde o potencial vetor é composto
por trés varidveis e o potencial escalar elétrico é representado por apenas uma variavel
totalizando 4 graus de liberdade para cada n6 da malha. Desse modo, temos que o niimero
de variaveis/dimensao do sistema linear gerado pela contribuicao de cada elemento é 4n.

Portanto, a matriz que redne as informacoes correspondestes a cada elemento possui
ordem 4n e é conhecida como matriz global Mg, e o vetor fg, formado pelo produto entre
o contraste de condutividade Ao e o campo elétrico priméario ¢ denominado vetor fonte
global. O vetor sg = [A] 1, A5, AL, @F, - L AS 400 A 4 AS 4y @5,] contém as compo-
nentes dos potenciais vetor magnético e escalar elétrico associados a cada n6é da malha.
Por conseguinte, a matriz Mg e os vetores fg e s¢ formam um sistema de equagoes lineares

expresso por
MG Sqg = fg. (A*5)

A-1 SOLUCAO DO MCSEM 3D COM CONDUTIVIDADE ISOTROPICA

Considerando que a condutividade ¢é isotropica, podemos expandir as equagoes que
compdem o sistema em (2.36) através do produto entre o tensor de condutividade e o
potencial vetor magnético e, também, com o gradiente do potencial escalar, para em se-
guida, fazermos o produto do tensor contraste de condutividade Ao com o campo elétrico

1D associado ao meio estratificado horizontalmente, e com isso obtermos as seguintes

expressoes
— oA, — A, — 02A, + Zo Ay + Z00, ¥ = AcE, (A-6)
—2A, — 0PA, — O2A, + ZoA, + Zo0,V = AcEL, (A-7)
—2A, —0lA, — A, + ZoA. + Zod. ¥ = 0, (A-8)

Z[0y(0Ay) + 0y(0Ay) + 0,(0A,) + 0, (00, V) + 0y (00,¥) + 0,(00, V)] =
0:(AcEY) + 0,(AcEY). (A-9)

onde z = iwpy. Aplicando o critério de Galerkin nas equagoes (A-6), (A-7), (A-8)
e (A-9) e utilizando a integragao por partes e o teorema de Green, podemos explicitar a
contribuicao na fronteira entre os elementos e também na borda do dominio. Devido a
conectividade dos elementos, as contribuicoes das bordas internas ao dominio cancelam-
se, restando apenas as da borda do dominio. Na borda externa aplicamos as condicoes
de fronteira homogéneas de Dirichlet embasados na ideia de que ela esta suficientemente
distante das fontes de campo (DEH e heterogeneidade) de tal forma que os potenciais

podem ser considerados nulos e as integrais de superficie nao necessitam serem calculadas,
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razao pela qual as omitimos nas equagoes a seguir

/ [&;N,f&gAx -+ ayNkayAm + aszazAx] dQ, + / Ny, [ZO’(AI + 8$\Il)] dQl, =

Qe Qe

/ Ny [AGEP)dQ., (A-10)

Qe

/ [8szarAy + 8yNkayAy + 82Nk82Ay] dQ, + /Nk [ZO'(Ay + 8y‘11)] dQl, =
Qe

Qe

/ Ni [AcED] dQ., (A-11)
Qe

/ [8$Nkamz4z + 8yNk8yAZ + 8szazAz] dQ, + / Ny, [ZO'(AZ + 8Z\If)] dQ), =

Qe Qe

/ Ny [Ao.. 7] d9,, (A-12)
Qe

_z / 0. No(0As) + 0, Nu(0 Ay Q% — 2 / 0. N (0 AL)] d92, +
Qe Qe
7 / 0,N, (00, 0)] dO, — Z / 10, Ne(00, )] % — Z / 0. Ny(00. 0] d, —
Qe Qe Qe
- / 0. N (AcE?)] dO, — / [0, Ni(AcE?)] dD, — / 0. Ne(AcEP)] ., (A-13)
Qe Qe Qe
que representam a forma fraca do problema eletromagnético tratado aqui.

Podemos escrever as componentes dos potenciais secundarios e do campo elétrico pri-

méarios como combinacao linear das fungoes base
N N N N
s __ S s __ S S __ S S __ S
A[L’ — E Am,lNl7 Ay — E AyJNl, AZ — E AZJNZ, \Ij — E \Ijl Nl7
=1 =1 =1 =1

N N N
Et=N"E'\N, EL=) E'N, E'=) E'N;, (A-14)

=1 =1 =1
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e substitui-las nas equagoes (A-10), (A-11), (A-12) e (A-13), onde encontramos

N
> oA / 0 N0y N + 8, N0, N; + 0, N, 0, N,] dQ, +
=1
N N
+Z0 ) A3, / NeNdQe + Zo Y / N0, N, dQ, =
=1 =1

N
Ao > EP, / Ni NS, (A-15)
=1 Q.

N
> oA / 02 N0y Ny + 8, N0, N; + 0, N, 0, N,] dQ, +
=1
N
+Z0 ) A3, /NkNldQ + ZJZ\DS/Nké? NS, =
=1

Ao Z E? / N NS, (A-16)

N
Z Az,l / [817]\]1683:]\][ + ayNkale + @Nk@le] dQe -+
=1
N
+ZUZA /NkNldQ + ZJZ\DS/Nka N dS), =
=1

AJZ E? / NN dQe., (A-17)

Zoy | A / 0 Np Nid€2. + A2, / Oy NN, dQ, + A%, / N, NidQ. | +
N
ZUZ ( /8 N, N,dS), +\1f8/a N0y N dS, +x118/a NLO,N,dQ, | =

N
Ao > | EZ, / 0, Ny N2, + EV, / 0, Ny NidQ, + E, / 0. Ny NS, |, (A-18)

Qe Qe Qe

que formam um sistema de equacoes proveniente do método dos elementos finitos.
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O sistema formado pelas equagoes (A-15), (A-16), (A-17) e (A-18) pode ser escrito

na forma matricial como

N
> Eg,lH ki
Dy + B 0 0 I Az X
0 Dy + Ey 0 Fl?l szl = 5_21 ES’ZHM (Aflg)
0 0 Dy + By Fj A ) 0
Fi; F} Fi  Gu ]| ® 3 : '
> (Eﬁﬂﬁ + E;’JI;;)

onde os indices assumem os valores k,l =1, ..., 4 que correspondem a quantidade de nés.
Como o sistema apresenta 4 variaveis e cada elemento possui 4 n6s, obtemos uma matriz
local de ordem 16 cujos elementos D, E**, E*Y, E**, EY, EY*, E**, F, G, H ¢ I sao
matrizes de ordem 4 cujos elementos sdo solugbes das integrais nas equagoes (A-15), (A—
16), (A-17) e (A-18). Vale ressaltar que devido ao tensor de condutividade ser simétrico
as seguintes igualdades EY* = E*Y, E** = E** E*¥ = EY* sao validas.

As matrizes que compoem a equacgao (A-19) podem ser resolvidas, no que tange a

elementos tetraedrais, de acordo com a identidade a seguir

alblcld!

/ N{NSNSN{dQ =
Q

6V,

portanto, os elementos da matriz sao descritos por

b1by + cic1 + dydy
1 baby + cocy + dod;
36V bsby + c3c1 + dsdy
byby + cycy + dydy

xT

b1by + c1co + dids
baby + coco + dads
b3by + c3co + d3dy
baby + caco + dyds

2 11
wpeoVe | 1 2 1
20 11 2
1 11
by by b3
iwpgo | by by b3
24 by by b3
by by b3

(a+b4+c+d+3) 7

b1bs + crc3 + dyids
babs + cocs + dads
bsbs + c3c3 + dads
bybs + cy4c3 + dyds

N = =

by
by
by
by

(A—20)

biby + c1cq4 + dydy
boby + cocy + dody
b3by + c3¢4 + d3dy
baby + cqcqy + dydy
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€1 C C3 (4

FY— iw,U/oO' o Ci Cp C3 (4 ’
24 cL Cy C3 ¢4
Ci C C3 (4
di dy d3 dy
Fr— iw,uoa dl d2 d3 d4
24 dy dy dy dy |’
dy dy d3 dy
e pela matriz G
WO
G = (1) (2) (3) 4)
36V C C C C ,

onde os vetores colunas auxiliares C1, C) C®) e C™, sdo expressos, respectivamente,

por

biby + cie1 + didy
baby + cocy + dody
bsby + c3cq + dsdy
byby + cycq + dydy

biby + c1c9 + dids
babs + coco + dads
bsbs + c3c9 + dsds
baby + c4co + dads

bibs + cres + dids
bobs + cocs + dads
| bsbs + cses + dads
babs + cacs + duds

b1by + cieq + dydy
boby + cocy + dady
b3by + c3c4 + d3dy
baby + cqcq + dady

W —
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As matrizes, que formam o termo fonte, presentes na equagao (A-19), também sao

obtidas pela aplicacao da identidade expressa em (A—-20) conforme vemos a seguir

2 1 11
o AcVel 1 2 1 1 ’
20 11 21
1 11 2
by by b3 by
Ix/ . AO’ b]_ b2 b;} b4
24 | by by by by |
bi by by by
e
Ci Cy C3 (4
[y’ _ & Ci Cp C3 C4 7

24 C1 C2 C3 (4

Ci Cy C3 (4

Por conseguinte, para cada elemento da malha de elementos finitos, diante da equacao
(A-19), podemos reunir a contribui¢io de cada subdominio em (A-5) cuja solucao fornece
os potenciais secundarios para cada né da discretizacdao. A matriz global obtida é simétrica
para o caso isotropico e estruturalmente simétrica para o caso anisotropico. Na solucao
do sistema foi empregado o pacote PARDISO que é um solver baseado na decomposi¢ao
LU.



B~ FUNCAO BASE PARA O ELEMENTO TETRAEDRAL

Nesta secao vamos descrever a obtencao dos coeficientes utilizados na interpolacao da
solucao aproximada para um elemento tetraedral. Considerando um elemento qualquer

(e) a solucao aproximada @ do sistema de equacgoes diferenciais pode ser expressa por
U = a + bxy + cyr + dz, (B-1)

com k =1,....4, onde k representa os nos do elemento tetraedral e os coeficientes a, b, ¢
e d sao empregados na interpolacao da solucao.
A solucao aproximada pode ser obtida para cada né do elemento, portanto, para um

elemento qualquer temos o seguinte sistema

1 2y 11 = a U1
1 o yo 29 b _ Us . (B-2)
1 z3 ys 23 c Us
1 x4 ys 24 d Uy

A solugao do sistema (B—2) pode ser determinada pela utilizacao da regra de Cramer,
que é uma forma de obter a solu¢ao de um sistema linear quando o niimero de incégnitas

é igual ao de equacoes. Os valores das incognitas sao dados pelas fracoes

D, D, Dy
a=— b= —

D D D D’ (B-3)

onde o denominador D é o determinante da matriz dos coeficientes das incognitas e os
numeradores D,, Dy, D. e D, sao os determinantes das matrizes dos coeficientes apds a
substituigao de cada coluna pelo vetor [y, 1y, U3, U4)”, onde os determinantes sao descritos

nas expressoes a seguir

I oy 1 o= Uy 1 Y 21 I w1 =
1 =z z Uy T z 1 w z
D= 2 Y2 2 7Da: ~2 2 Y2 2 ,Db— ~2 Y2 2 ’
I x3 y3 23 Uz T3 Y3 23 1 uz yz =23
1 24 ya 2 Uy T4 Ya 24 I a4y ya 24
1 27 w 2~ I o oy wm
1 29 uy 2 1 =« U
D, = 2 ~2 2 Dy — 2 Y2 ~2 (B74)
1 Tr3 U3 23 1 T3 Ys Us
1 x4 wg 24 1 xy ys g
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Desenvolvendo os determinantes nas expressoes em (B-4) temos

— = =

g
T2
X3

Xyq

X1
X2
X3

Xyq

Y1
Y2
Ys
Ya

21
Z9
Z3

Z4

= (w3 — 1) (Y324 — yaz3) + (x4 — 21) (Y223 — Y322) +

+ (23 — 12) (Y120 — yaz1) + (21 — 23) (Y224 — Ya2z2) +

+ (24 — 23) (Y122 — Y221) + (T2 — 24) (Y123 — Y321) (B*5)
1 oz
Yo 22 - - - -
v - = (Uxe — Upy) (Y324 — Yazz) + (U174 — Uaw1) (Y223 — Y322) +
3 23
Ys 24

+ (o3 — UsTs) (Y124 — Yaz1) + (Usz1 — U123) (Yo2a — Yaz2) +

+ (tUszy — Uaw3) (Y122 — Y221) + (UsTo — UnTs) (Y123 — Y321), (B-6)
1w oy o=
1 1?62 Yo 22 - - - -
. = (U — 1) (Y324 — Yaz3) + (Ug — U1) (Y223 — Y322) +
1 us ys 23
1wy ys 2

+ (tz — U2) (Y124 — yaz1) + (U1 — U3) (Y224 — Ya2z2) +

+ (ty — U3) (Y122 — Y221) + (U — Ua) (Y123 — Y321), (B-7)
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1 il 17/1 21
1 2 uy 2 L -
D, = 5 = (U — Ug) (x324 — 423) + (U1 — Ug) (T223 — T329) +
1 Tr3 U3 23
1 Ty 714 Z4
+ (tiy — Us) (2124 — v421) + (U3 — 1) (T22s — T420) +
+ (713 — 1714) (leQ — I221> + (’214 — fbg) (.’L‘123 — .13321) s (B*S)
I o oy w
Lz yo up L .
Dy = | = (U — 1) (T3ys — Tays) + (s — 1) (22y3 — T3Y2) +
1 z3 y3 ug
I x4 ys ty

(13 — tg) (w1ys — 2ay1) + (U1 — Uz) (Toys — Tay2) +

(g — U3) (1y2 — T2y1) + (U — Us) (T1Y3 — T3Y1) - (B-9)

Substituindo (B-5), (B-6), (B-7), (B-8), (B-9) em (B—4) obtemos os coeficientes da
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interpolacao
a1 = (T2 (Y324 — Yazs3) — 33 (Y224 — Ya22) + 24 (Y223 — Y322))
bi = ((y221 — ya22) — (Y324 — Yaz3) — (Y223 — Y322))
cr = ((z324 — w423) — (V224 — Ta22) + (T223 — T322))
di = ((z2ys — 2ay2) — (T3ys — Tay3) — (T2y3 — T3Y2))
ay = (w3 (Y1220 — Yaz1) — 1 (Y324 — Yazz) — Ta (Y123 — Y321))
by = ((ysza —yaz3) + (Y123 — Yaz1) — (Y124 — Yaz1))
o = ((x124 —x421) — (T324 — T423) — (123 — 2321))
dy = ((z1ys — w3y1) + (T3ys — 24y3) — (T1ys — Tay1))
as = (m (9224 - y422) + Ty (9122 - 9221) — T2 (9124 - ?J421))
by = ((y124 — yaz1) — (Y221 — yaza) — (Y122 — Y221))
3 = ((xozg — x429) — (X124 — T421) + (T122 — T221))
d3 = ((71ys — 2ayn1) — (T2ys — Tay2) — (V12 — T2y1))
ag = [v2 (4125 — y321) — 3 (Y122 — Y221) — 21 (Y223 — Y322)]
be = [(y122 — y221) + (Y223 — Y322) — (Y123 — Y321)]
Cy = [(f 23 — !E32’1) ($122 - $221) - (!E22’3 - $322)]
dy = [(z1y2 — z2yn1) + (w2y3 — T3y2) — (T1Ys — T3y1)] - (B-10)

Apoés obtermos os coeficientes a, b, ¢ e d e substituimos as equagoes (B-3) em (B-1)

chegamos ao resultado

b d b d
a(e):al(al‘i‘ 1x41r)cly+ 1z)+ﬁ2(a2+ ga;—lk)cgy—k 2z)+

_ (a3 +bsr+csy+dsz)  _ (ag+ byx + cay + dyz)
U3 D + Uy D )

(B-11)
consideramos D = 6V, onde V' é o volume do elemento, temos

(a1 + b1z + 1y + di12) i (ag + bax + coy + da2) N
6V ? 6V
i (ag + bsx + c3y + dsz) L (as + by + cay + dy2)
6V 6V

@ = @

(B-12)

onde 7(®) é a solucdo no elemento, que é escrita como combinacao linear das funcoes base

como observamos na expressao a seguir

@) = iy Ny + N + g Ny + 4N, (B-13)
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onde

b d
jwzf%+k$$?y+kﬂ (B-14)

representa as fungoes base para cada n6 do elemento tetraedral como funcao das coorde-

nadas dos nos.



